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AVERTISSEMENT 


Ce deuxième volume contient, toujours dans les limites du programme du 
certificat de Calcul diirérentiel et intégral, la théorie des équations ditféren- 
tiellcs, la géométrie infinitésimale, la théorie des équations aux dérivées par- 
tielles, et enfin, sous forme d’exercices complémentaires, les éléments de 
quelques théories (fonctions elliptiques, prolongement analytique, séries tri- 
gonométriques) qui peuvent intéresser les candidats à l’agrégation. 

J’ai utilisé, pour l’exposé de la (îéométrie, les notations du Calcul vectoriel. 
Quelle que soit l’opinion qu’on professe sur l’intérêt intrinsèque de ce Calcul, 
onnepeutlui refuser le mériled’une élégante simplicité. Au reste, l’elTort d’adap- 
tation qu’il exige est des plus minces, et c’est sans doute sur cette considé- 
ration que l’enseignement supérieur français a cessé de se montrer réfractaire 
à une innovation si naturelle : depuis quelques - années on voit s dessiner 
dans ce sens des courants significatifs. 

C’est pour moi un devoir très agréable de remercier M. Bouligand de tout 
ce qu’il a fait pour ce Précis d' Analijse. Non seulement il a bien voulu accep- 
ter d’y exposer la théorie des équations aux dérivées partielles, mais il ii’a cessé 
pour tout le reste de l’ouvrage, de me prodiguer les conseils les plus éclairés, et 
il me serait bien difficile de signaler un seul chapitre qui ne lui soit redevable 
de quelque éclaircissement ou de quelque remarque suggestive. C’est j)arlui, 
d’ailleurs, que j’ài été initié aux méthodes vectorielles, et en plus d’un passage de 
la partie géométrique on pourra aisément retrouver ses procédés personnels et 
sa propre inspiration. 

Je dois exprimer aussi mes bien vifs remerciements à mon collègue et ami 
M. l’abbé Pasquier, dont le concours m’a été si précieux pour la correction 
des épreuves, et dont les judicieux avis m’ont permis à maintes reprises de 
rectifier ou d’améliorer ma rédaction primitive. 


E. Laine. 




PRÉCIS D’ANALYSE MATHÉMATIQUE 

TOME II 


LIVRE III 

THÉORIE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


CHAPITRE PREMIER 

PRÉLliVIINAlRES 

§ I. — Fonctions majorantes. 

148. Considérons une fonction f{x), de la variable complexe .r, holo- 
morplie an voisinage du point Xq; pour simplifier nous prendrons .r„ = 0. 
On a alors pour f{x) au voisinage de l’origine un développement de la forme 

f(x) = Uq -f- u^x -I- . . . -f - H- . . . . 

Soit d’autre part 

Vq -f- — f- . . . — f- VnX^^ -f- . . . 

une série entière, à coefficients réels, positifs, et tels que l’on ait, quel que 
soit n, 

Si cette série converge dans un cercle V de rayon p > 0, on dit que sa 
somme 9 (x*) est une fonction majorante pour f(x) dans le cercle F. 11 est 
clair que le cercle de convergence de la première série est au moins égal à 
celui de la seconde. 

Soit alors Pn(Wo, ... ii„) un polynôme dépendant des n + 1 premiers 
coefficients (w,), et dont les coefficients sont réels et positifs; on aura mani- 
festement 

|P„(Mo, ... ... Un). 


Laink, Anal., II, 
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Par exemple si <p(x) est une fonction majorante pour /"(x), sera une 

fonction majorante pour [/’(aî)]”‘, m désignant un entier positif. Si cpj(x) et 
cp^(x) sont respectivement majorantes pour /\(x) et /^,(x), cp^(x).cpjx) est 
majorante pour D’une façon générale, soient ï/(x), z(x), . . n(x) 

un nombre quelconque de fonctions ayant respectivement pour fonctions 
majorantes Y(x), Z(x), U(x), et soit P(^, z, ... ii) un polynôme à 

coefficients réels et positifs : la fonction P (Y, Z, ... U) est majorante pour 
P(ï/, Z, ... u). 

Considérons en second lieu une fonction de deux variables x et z/, holo- 
morpho par rapport à ces variables au voisinage des valeurs x = 0, i/ = 0. On 
aura pour, cette fonction f{x, y) dans ce voisinage un développement de la 
forme 

/(x, Ij) — ll,^X -f- H- -h Un-iAX^^~'y -f- . . . “H U,ny" -f- . . . ^ 

Soit Uflo ^ ^ 01 ^ -f- . . . -f- UnoX” -f- -h ... -h -H . . . 

une série entière à deux variables, telle que l’on ait, quels que soient les 
entiers m et p, 

^mp 1 U,;, P |. 

Si cette série est convergente quand x et y restent à l’intérieur ou sur le 
contour de deux cercles et I\, de rayon R, ayant pour centres les points- 
origines de leurs plans respectifs, la somme cp(x, y) de cette série est dite une 
fonction majorante pour /'(x, y) dans le domaine (r^, F.^). 

Soit alors Pn(«mp) un polynôme à coefficients réels et positifs, dépendant 
des coefficients u„.p pour lesquels on a On aura évidemment 

|Pn(nmp)|<Pn(M; 

on en déduit les mêmes conclusions que pour les fonctions d’une variable. 

Les définitions précédentes s'étendent telles quelles aux fonctions d’un 
nombre quelconque de variables. 


144. Voyons maintenant comment on détermine une fonction majorante 
pour une fonction donnée. 

Soit d’abord f(x) la fonction donnée à une variable, 

f(x) Uq -4- WjX -h ... -F n„x” ~j~ 

Supposons la série («na?") convergente dans un cercle F de centre O et de 
rayon R et sur son contour. On sait que 
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Posons alors 


<f(x): 


M 


X 

R 


:M 


M 

R 


x-{- 


U 


la fonction cp(æ) sera majorante pour f{x) dans le cercle V. 

Prenons en second lieu une fonction de deux variables 

f{x, y) — -H u,„y -h 

holomorphe à l’intérieur et sur le contour du domaine (l’„ r^) précédeniment 
considéré. On aura (n° 142) 


1 / \ 
z!n! 


On a établi, dans l’etude des fonctions analytiques de plusieurs variables, 
l’inégalité 

M désignant le maximum du module de /'{x, ij) quand x et // sont sur les cir- 
conférences r, et r,^. On aura donc 

1 I ^ M 

hwKrp;r,-.- 

Posons alors 

?( x ,(/)=7 Tt + 


'O-SX'-iO' 


U 


U 

â/y 


/y 

■R" 






R« 




il résulte des considérations précédentes que ij) est une fonction majo- 
rante pour f{x^ y) dans le domaine (r^, F.^,). 


§ II. — Séries doubles. 

I4d. Considérons un tableau rectangulaire dit à double entrée 


O 

O 

«01 

«02 

• • • ^b.n • 


^10 

«^11 

«12 

. . . a^n . 


drïiQ 

711 1 

«m2 

• • • f l 77171 • 



indéfini vers la droite et vers le bas, où désigne, quels que soient m ôt n, 
une quantité réelle et positive. On dit que ce tableau représente une série 
double à termes réels et positifs. 
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Imaginons une suite de courbes G^, . . . G„, . . . limitées au cadre du 

tableau et telles que chacune soit extérieure 
à toutes les précédentes : soit S, la somme 
des termes du tableau compris entre le 
cadre et la courbe G*. Supposons en outre 
que les courbes G„ s’éloignent indéfiniment 
dans tous les sens, chacune d'elles restant 
néanmoins tout entière à distance finie, et 
que la somme S,^ tende vers une limite S 
quand n croît indéfiniment. 

Soit G(, G^, ... G'j, . . . une autre suite 
1- de courbes ayant les mêmes propriétés, 

S,', S^, ... S'„, ... les sommes correspon- 
dantes. Quelle que soit la courbe C'j, on pourra toujours trouver une courbe 
G„ qui lui soit extérieure : on aura donc 

s;, < s„ < s, 

ce qui montre que les sommes S'^ ont une limite S' telle que S'^S. En 
faisant le raisonnement en sens inverse, on verrait de meme que S ^ S'. On a 
donc nécessairement S = S'. Autrement dit la limite S est indépendante de la 
forme des courbes considérées. On dit alors que la série double ^ ^ ®st 

ï-O k=:0 

convergente et a pour somme S. 

Gonsidérons maintenant la série formée par les termes situés sur la ligne 
de rang i i ; soient li sa somme, la somme de la série de terme général /j. 
Si l’on avait > S, on pourrait trouver un nombre fini de termes Uik ayant 
une somme supérieure à S, et par suite une courbe Gn telle que S» > S, ce qui 
est impossible. On ne peut d’ailleurs avoir < S, car quelle que soit la 
courbe G^ on peut prendre un nombre de lignes suffisamment grand pour 
que tous les termes de la somme Sn y soient contenus, et par suite on a toujours 

S,i < Sj, donc S=:Sj. 

Il est clair qu’on peut raisonner de la meme façon sur les colonnes. 

Autrement dit, étant donné un tableau convergent, à termes réels et posi- 
tifs, on peut faire indifféremment la somme de ce tableau par lignes ou par 
colonnes. 

Prenons maintenant un tableau T,(a„,n) à termes quelconques, réels ou 
complexes. Posons 

I dmn I 

Si le tableau T(A„,„) est convergent, le tableau est dit absolument 
convergent. Revenons à la famille de courbes G^, G 2 , ... G„, ... et soient s„ 
et S„ les sommes associées à la courbe G„ pour les tableaux et T respecti- 
vement. Les termes du tableau compris entre les courbes G„ et Gu_i ont 
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une somme au plus égale en module à la somme des termes du tableau T 
compris entre les mêmes courbes; on a donc 

I s» I Sji S,i_i . 

La série — S,) -f- . . . 4- (S„ — Sn-i) 4- . . . 

étant convergente par hypothèse, la série 

s, 4- (5.2 — Sj) 4- ... 4- ( 5,1 — 4- . . . 

est absolument convergente : soit s sa somme. Je dis que cette somme est 

indépendante de la famille de courbes C^, C2, . . . C„, 

En effet soit G', G2, ... C^, . . . une seconde famille de courbes satisfai- 
sant aux mêmes conditions, la somme associée à la courbe : supposons 
que s', tende vers une limite s' 9^ .s, et soit e un nombre positif tel que 

£ < I s' — s |. 

La somme Sn ayant une limite, on peut trouver un entier n assez grand pour 
que la somme des termes du tableau T extérieurs à la courbe soit inférieure 

à ^. Soit alors G', une courbe de la seconde famille tout entière extérieure à la 

courbe G» : la somme des termes du tableau T compris entre les courbes G» 
et G'„ et celle des termes extérieurs h G', sont naturellement aussi inférieures 

à|. On aurait donc les trois inégalités 
|.s-s„|<i, 

et par suite |s — s'|<£, 

ce qui est impossible. Ainsi, quelle que soit la courbe G„, la somme Sn tend 
vers une limite bien déterminée, ,s, qui est, par définition, la somme du 
tableau Tj. 

Posons = si soit 0< £ <|<t — s\. On peut trouver 

^■=0 0 

deux entiers N et N' tels que 

I et i|amk|<7^ pour m < N. 

Alors si l’on choisit une courbe G» telle que la somme soit formée des 
NN' termes a,fe tels que i < N, A: < N', on aura 

|s„ — s|<2> 5— <i’ — s„ <J, d’où |s — 5 !<e, 

ce qui est impossible. Donc or = s, et par suite ici encore on peut faire indiffé- 
remment la somme du tableau par lignes ou par colonnes. 
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Supposons enfin que les termes du tableau Tj(M,nn) soient fonctions d’un 
certain nombre de variables æ,, Xp. Appelons point, pour simplifier, 

tout système de valeurs allribuëes aux variables ccg, . . Xp. Si, en tous les 
points d’un certain domaine D, le tableau est absolument convergent, on 
dit qu’il définit une série double convergente dans le domaine D, 

§ III. — Quelques propriétés des séries entières. 

146. Soient 

(1) A*/) = «o-Ha^ÿ-+- ... H-Cfnr H- ... 

une série entière en R le rayon de son cercle de convergence. Soient de même 

(2) ÿ = cp(a;)=: 6o-f-6^æ-h ... ... 

une série entière en x, p le rayon de son cercle de convergence. 

Remplaçons, dans la série (1), g, ... par leurs valeurs tirées de (2) et 
mises sous forme de séries entières en x. On obtiendra un tableau à double entrée 
UQ-^a^b^ -h a^bl -f- . . . 

-h^a^bQbyX H-... 

-+• 02 ( 6 ^ tb^^b^x'^ -4- . . . 

-h ..., 

où la colonne de rang n-hi donne le développement de a„g^\ la ligne de 
rang m 4 - 1 ne contenant que des termes en cc"”. Supposons qu’il existe un 
nombre positif r tel que, pour | x| < r, le tableau (3) soit absolument conver- 
gent. En faisant sa somme par lignes, on obtiendra une série entière en x, 

F {x) = 4 - a^x 4- ... 4- 4- . T; , 

convergente dans un cercle de rayon r; on dit que cette série représente le 
résultat de la substitution de la série (2) dans la série (1). Nous allons chercher 
à quelle condition cette substitution est légitime, c’est-à-dire à quelle condi- 
tion il existera un nombre r^i), tel que pour | æ j < r le tableau (3) soit abso- 
lument convergent. 

Ce tableau devant, en particulier^ être absolument convergent pour æ = Ü, 
la série 

üq -f- a^b^ 4- . . . 4“ 4- . . . 

doit être absolument convergente, ce qui exige 

IM<R- 

Nous allons établir que cette condition nécessaire est aussi suffisante. 

Nous pouvons toujours supposer que les séries (1) et (2) sont convergentes 
pour ^== R et x = p. S’il n’en était pas ainsi, on prendrait pour R et p des 
valeurs très peu inférieures aux rayons des deux cercles de convergence. 
Soient alors m et M des limites supérieures des termes | 6,1 [ p” et | a„| R” res- 
pectivement, Tj un nombre positif tel que l’on ait 

îà=iAi<i. 

p m ^ 
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La fonction 


est majorante pour la fonction ©(a?) dans le cercle de centre O et de rayon 
car on a 

-|1q L:^| 6 |-4-Ly . . . h- - h . . . , 


et, d’autre part. 


par suite 






Ceci posé, la série (1) admet elle-même une fonction majorante de la forme 


si, dans cette dernière série, on remplace y par et qu’on développe les 

1— - 

diverses puissances de y suivant les puissances croissantes de x, on aura un 
nouveau tableau à double entrée, 

[ M + M 4 - M (Lj^-iy 4 - ... 4 - M ( '-^«iy‘ 4 - . . . 


1 I / a:\ 2 


-«('r-')’ +■• +‘'Cr'T 


/ +‘■‘#(0+- 

analogue au tableau (3), la colonne de rang n -f- 1 donnant le développement de 

i'-fy- 

En remplaçant dans le tableau (4) x par |x|, on aura un tableau T à termes 
positifs. Nous supposerons |æ| < r^; la somme du tableau T par colonnes se 
présentera alors sous la forme d’une série de terme général 




Cette série sera convergente si 

I6oI<r(i-1^'), 



8 


THÉORIE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


Posons r = r, ^1 — * 

Il résulte de tout ce qui précède que le tableau (3) définit une série double 
absolument convergente dans le cercle de rayon r; en effet, le coefficient 
d’un terme du tableau (3) se déduit, par addition et multiplication seulement, 
des coefficients a„, a^, 6^, 6^, ..., et le coefficient du terme correspon- 

dant du tableau (4) s’obtient en remplaçant les an par ^ et les 6* par le 

tableau (4) étant absolument convergent pour |cc| < r, il en est de même du 
tableau (3). 

Le raisonnement précédent suppose essentiellement car si l’on avait 

= 0, on aurait — 0. 

Supposons maintenant 6„:=0; on pourra prendre comme fonction majo- 
rante de 9(0?) la fonction 


m mx 



0 


où m désigne toujours une limite supérieure des modules | 6,1 p"|. En répétant 
le raisonnement fait dans l’hypothèse on verrait alors que le 

tableau (3) définit une série double absolument convergente dans le cercle de 

En résumé, pour que la substitution de la série (2) dans la .seWe*(l) donne 
un développement convergent dans un cercle de rayon non nul{^), il faut et 
il suffît que chacune de ces séries converge dans un cercle de rayon non 
nul et que ion ait en outre 

En faisant alors la somme du tableau (3) par lignes, on aura 

f{y) — A? (^)] = -I- -h 
avec Cq = Uq -f- a^b^^ -i- a.,bl -h . . . , 

c, = -h "^ajb^b^ -h . . . , 

C2 = -f- «2(^1 ” 1 ~ ^^0^2) 


147 . Considérons une série entière (a„æ”) sans terme constant, convergente 
dans un cercle de rayon non nul ; posons 

(5) y~ a^x -h -t- . . . -f- -h ... ; 


(q II est clair que les raisonnements qui précèdent mettent seulement en évidence une 
limite inférieure de ce rayon de convergence. 
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X est une certaine fonction de et il est clair que cette fonction admet au 
moins une détermination qui s’annule pour ^ = 0, puisque les valeurs æ = 0 
Qiyz=0 vérifient la relation (5). Nous allons chercher si celte détermination 
est holomorphe à l’origine, autrement dit si elle admet un développement 

(6) xz=zcc^y-j- -h . . . -f- CCny^ -f- . . . 

convergent dans un cercle de rayon non nul. 

S'il existe un tel développement, on pourra l’obtenir de la façon suivante. 
La substitution de (6) dans (5) étant alors légitime (n® 146), on aura, en iden- 
tifiant les deux membres de la relation (5) apres substitution, 

Uj aj -4- -f- — 0, 


Sous la seule condition on voit que tous les coerficieiits a/ sont 

déterminés, et cela d'une façon unique. Il en résulte que la fonction x (y) 
définie par l’équation (o), où on suppose ne peut admettre plus d’une 

détermination holomorphe à l’origine et s’annulant en ce point : si cette déter- 
mination existe, son développement est certainement fourni par le calcul 
d’identification que nous venons d’exposer. 

Inversement, supposons que, sans faire aucune hypothèse sur l’existence 
d’une détermination x(y) holomorphe au voisinage de l’origine et nulle en ce 
point, nous ayons effectué le calcul des coefficients par la méthode précé- 
dente, et que ces coefficients aient été remplacés par leurs valeurs dans le déve- 
loppement (6). Si le développement ainsi obtenu converge dans un cercle de 
rayon non nul, il représente dans ce cercle une fonction holomorphe x de la 
variable y satisfaisant à l’équation (5), puisque x étant remplacé par ce déve- 
loppement dans le second membre de (5), opération qui est alors légitime, le 
résultat de la substitution se réduit à y, d’apres la façon mémo dont les coeffi- 
cients a* ont été calculés. Il suffit donc que le développement (6) soit conver- 
gent dans un cercle de rayon non nul pour qu’il représente une fonction x(y) 
satisfaisant à l’équation (5). 

Ceci posé, remarquons que, étant différent de zéro, on peut niettre la 
relation (5) sous la forme 

(7) x = \y -4- ôjX® -4- ... -h -4- . . . . 

En substituant (6) dans (7), on aura, pour calculer les coefficients 
inconnus a^, a^, . . les équations 

ai = X, 

a3 = 26jaja2-4- ùgaj, 
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Il en résulte qu’on obtient tous les coefficients «j en combinant par addi- 
tion et par multiplication seulement les coefficients du second membre de 
la relation (7). 

La série -4- -h bnX^' -h . . . 

étant évidemment convergente, par hypothèse, dans un cercle de rayon p^^O, 

soit une fonction majorante pour cette série. Posons /=:|X|, et consi- 

i_ï 

P 

dérons Téquation 

, mx^ 

8 æ = iÿH 

P 

si nous remplaçons la fraction du second membre par son développement 
suivant les puissances de x, nous avons une relation 

xz=ily H- Bgæ* -h ... 4- Bncc” -h . . . , 

dont le second membre sera majorant pour le second membre de (7); on en 
déduira pour x, par la méthode d’identification qui a fourni le développement 
(6), un développement 

(9) æ = 4- 4- . . . -f- knU^^ 4- . . . 

qui sera majorant pour le second membre de (6) : donc si ce développement 
est convergent dans un cercle de rayon non nul, il en sera de même de (6). 

Or l’équation (8), mise sous forme entière en x, est une équation du second 
degré dont une racine s’annule avec y : cette racine, qui a pour expression 



est une fonction de y holomorphe au voisinage de ^=0, puisque la valeur /y =0 
n’annule pas la quantité sous le radical. Elle admet donc un développement 
convergent dans un cercle de rayon non nul, et, comme nous l’avons fait 
remarquer plus haut, ce développement est nécessairement identique à (9) : il 
en résulte que le développement (6) est lui aussi convergent dans un cercle de 
rayon non nul. 

Ainsi, étant donné un développement tel que (5), convergent dans un 
cercle de rayon non nul, on pourra en déduire un développement tel que (6), 
également converyent dans un cercle de rayon non nul. 

14B. Si 0 ^ = 0, le raisonnement ne s’applique plus. Considérons d’abord la 
relation 

t^ = ' 4 - 4 - . . . , 

où le développement du second membre étant convergent dans un 
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H 


cercle de rayon non nul. Cherchons à satisfaire à cette équation en faisant dans 
le premier membre la substitution 

t = h^x -h -4- 

On aura, pour déterminer les coefficients 6,, la suite d'équations 

Lw n 


mfe7'-‘62 = a„.+,, 


On voit donc que, le premier coefficient étant choisi, tous les autres 
sont déterminés d'une façon unique. Soit p une quantité bien déterminée, 
telle que p^” = a„i. On aura, en désignant par a une racine de l’unité, 
et tous les coefficients 6,- s'exprimeront rationnellement en a, [i, 
On aura ainsi pour / un développement tel que 

t =z 6,æ -I- -h . . . , 

qui sera en réalité équivalent à m développements différents, correspondant 
aux m valeurs de a. 

Il résulte d’un théorème général, du à Weiehstrass, que ce développement 
est, quel que soit a, convergent dans un cercle de rayon non nul. Nous admet- 
trons ce point sans démonstration. 

On en déduira pour x (n° 147) un développement 

X =: f -4- «2 4- ... 

convergent, lui aussi, dans un cercle de rayon non nul. 

Considérons alors l’équation 

y = 4- ^ -h . . . (a,„ 0, m >1). 

Il suffira de poser y ~ f'” pour en tirer 

1 1 

.... 

D’après ce qu’on a vu plus haut, dans l’expression des a, figure une racine 
quelconque de l’unité, a : on aura donc m développements dilférents. On 
démontre qu’on retrouve ces m développements en fixant la racine a, ce qui 
détermine d une manière univoque les coefficients a», et convenant de donner 

successivement à ses m déterminations. 

On a donc, en définitive, obtenu pour x un développement suivant les 

puissances de convergent dans un cercle de rayon non nul. 

Remarque. — Le théorème démontré au n® 147 n’’est qu’un cas particulier 
du théorème suivant, qui se démontre d’une façon tout à fait analogue par la 
méthode des fonctions majorantes. 
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Considérons l’équation 

üçpc -f- -h ^h^xy -f- . . . = 0, 

où le premier membre est une série entière en æ et ^ convergente dans un 
certain domaine, le coefficient étant essentiellement différent de zéro. Cette 
équation définit une fonction et une seule, y{x), s’annulant à l’origine, et 
développable en série entière dans un cercle de rayon non nul. 

Le théorème peut encore s’énoncer comme suit : 

Soit F(æ, y) une fonction analytique des deux variables x et y^ holo- 

t'' F’ 

morplie au voisinage du point (æ^, yf). Si la dérivée — n'est pas nulle en ce 
point, réquation 

y) = 0, 

supposée satisfaite pour les valeurs x = Xq et yz=y^^ définit une fonc- 
tion y(x) et une seule qui soit holomorphe au voisinage du point x^ et prenne 
en ce point la valeur i/q. 

Plus généralement, on démontre d’une façon analogue le théorème suivant : 
Soit x.^, ... y) une fonction analytique des variables x^, . . , x„, y, 
holomorphe au voisinage du point (x}, . . . x^^, i/o) et s'annulant en ce 

point. Si la dérivée n'est pas nulle en ce point, l'équation 

F(x^, x.^, ... X», ^) = 0 

définit une fonction y{x^, . . ., x„) et une seule qui soit holomorphe au voisi- 
nage du point (xJ, . . . xjj) et prenne en ce point la valeur y^. 

Enfin ce théorème n’est lui-méme qu’un cas particulier du théorème 
suivant, qui résume toute la théorie des fonctions analytiques implicites : 

Soient F 2 , . . . Fp des fonctions analytiques des variables x^, Xg, . . . x„, 
//i> IJv • • • holomorphes au voisinage du point (xJ, . . . xj^, y\, ■■■ i/?) 


n'est pas nul au point 


D(F F F ) 

et nulles en ce point. Si le jacobien fèr -- — — H 

!)(//„ 

considéré, les équations 

F,=0, F., = 0, ... Fp=:0 

définissent p fonctions et p seulement, ^^(x^, ...Xh), //.^(x^, ... Xn), ...yp(x^...x„), 
qui soient holomorphes au voisinage du point (xJ, . . . x®) et prennent en ce 
point les valeurs y\, yl, ... /y® respectivement. 



CHAPITRE II 


THÉORÈMES D’EXISTENCE. INTEGRALE SINGULIERE 

§ I. — Théorèmes d’existence. 

149. Considérons l’équation dilîérentielle 

( 1 ) 

et supposons que la fonction f{x, y) soit holomorphe au voisinage du point 
(^ 0 ^ Uo)' Pour simplifier récriture, nous prendrons Xq = yf^=:0. 

Cherchons alors si l’équation (1) admet une intégrale holomorphe au voisi- 
nage de l’origine et nulle en ce point; soit 

(2) y = a^x -h -h ... -h -h . . . 

le développement de l’intégrale inconnue au voisinage de l'origine. On a, 
pour la fonction f{x, y) au voisinage des valeurs cc=:0, t/ = 0, un dévelop- 
pement de la forme 

f{x, y) = aoo -f- -4- (x^,^y . -4- (XucXÙf -4- ... ; 

l’équation (1) peut donc s’écrire 

^ = «00 H- cc^qX h- (XQ^y H- ... -4- xtkX^y^ -4- . . . . 

Substituons à y, dans cette dernière équation, le développement (2). On 
aura, en identifiant, 

(3) 2a2=:a,o-hao4aj, 

«20 ~4~ *11^1 *02^1 *01^2’ 


On voit que les coefficients inconnus ai sont déterminés successivement 
sans ambiguïté. On en conclut que s'il existe une intégrale holomorphe au 
voisinage de l'origine, cette intégrale est unique et son développement est 
nécessairement celui que nous venons de former. 

Jusqu’aux travaux de Cauchy, on avait admis sans démonstration que le 
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développement (2) était convergent dans un cercle de rayon non nul, et par 
suite définissait une fonction holomorphe au voisinage de Torigine, nulle en 
ce point et satisfaisant à l’équation (1), d’après la façon même dont les coeffi- 
cients üi ont été calculés. Or, comme Ta remarqué Cauchy, la convergence 
du développement (2) n’est nullement évidente : c’est cette convergence 
que nous allons maintenant établir en utilisant la méthode des fonctions 
majorantes. 

Observons d’abord que les coefficients ai fournis par les formules (3) sont 
déduits des coefficients par addition et multiplication seulement. Si la 
fonction f{x^ y) est holomorphe quand \x\ et | ^ | restent inférieurs à p, on 
pourra prendre pour /'(x, y) une fonction majorante de la forme 

M 

(•-f) (*-?)■ 

Considérons alors l’équation difTérentielle 

(4) ^ = M . 

(■-?)(•-?) 

si nous formons comme précédemment le développement, au voisinage de 
l’origine, de l’intégrale qui s’annule en ce point, nous obtiendrons un déve- 
loppement 

(5) y = AjX -f- \x^ -t- . . . 

qui sera certainement majorant pour le développement (2); par suite, si le 
développement (5) converge dans un cercle de rayon non nul, il en sera de 
meme du développement (2). 

Or le développement (5) est nécessairement convergent si l’équation (4) 
admet une intégrale holomorphe au voisinage de l’origine et nulle en ce 
point. Intégrons cette équation par séparation des variables : on aura 

= 2M Log(^l - -t- C‘'. 

On en déduit immédiatement une intégrale nulle à l’origine, savoir 
y = p — py^l + 2M Log^l — y j , 

où l’on prend comme détermination du logarithme celle qui s’annule pour 
x==0, et comme détermination du radical celle qui se réduit alors à -h 1. 

Cette intégrale est holomorphe à l’origine, car le point x = 0 n’est un 
point critique ni pour le logarithme ni pour le radical. Donc le développe- 
ment (5) est convergent pour \x\ suffisamment petit, et il en est de même du 
développement (2). 
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ISO. Nous pouvons maintenant énoncer le théorème général d’existence des 
intégrales de l’équation (1) : 

Théorème I. — L'équation 


dq 

dx' 




où la fonction f(x, y) est liolomorphe au voisinage des valeurs y^y 
admet une solution et une seule qui soit holoniorphe au voisinage du point x^. 
et prenne en ce point la valeur y^. 

Ce théorème est un cas particulier du théorème suivant, qui se démontre 
encore par la méthode des fonctions majorantes : 

Théorème II. — Le système d' équations différentielles 

= y„ ••• y«) (1 = 1, 2, ... n), 


OÙ les fi sont des fonctions holomorphes au voisinage des valeurs z/J, ..., z/“, 
admet un seul système de solutions qui soient holomorphes dans le domaine 
du point Xq, et prennent respectivement en ce point les valeurs y\y ... y".. 
L’intégration de l’équation différentielle d’ordre n 


1 


■(as, y, 


dif 

dx' 


d^_ 

dx 


,n— 1 J 


étant équivalente à celle du système 


djt- 

dx " 


’-yv 


du, — „ 


dz/n--2 

dx 




__ P 

dx ~ 




le théorème II fournit immédiatement l’énoncé suivant : 
Théorème III. — L'équation différentielle d'ordre n 



où F est une fonction liolomorphe au voisinage du système de valeurs x^y yQ, 
!/oi • • • adrnet une intégrale et une seule, liolomorphe dans le domaine 

du point Xq et prenant en ce point la valeur y^, ses n — i premières dérivées 
prenant respectivement au même point les valeurs z/J, ... yi’' 

Ces théorèmes sont généralement désignés sous le nom de théorèmes de 
Cauchy. 

Remarque. — On peut se demander si, outre les intégrales holomorphes 
dont les théorèmes de Cauchy établissent l’existence, il ne pourrait pas y avoir 
d’autres intégrales, nécessairement non holomorphes, satisfaisant aux mêmes 
conditions aux limites. 

Considérons, par exemple, l’équation différentielle 

y) = o, 

OÙ le premier membre est une fonction liolomorphe de ses arguments au voi- 
sinage du point [Xq, yo, y^) et nulle en ce point. Le théorème de Cauchy 
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établit l’existence d’une seule intégrale y(x) holornorphe au voisinage du 
point Xq et prenant en ce point la valeur mais la démonstration que nous 
en avons donnée n'exclut pas directement l’existence d’autres intégrales, non 
holomorphes au voisinage du point x^ et prenant en ce point la valeur y^. 

On a établi par diverses méthodes l’impossibilité de l’existence de ces inté- 
grales non holomorphes. Citons en particulier la méthode des approximations 
successives, que M. Picard a appliquée systématiquement avec le plus grand 
succès à l’étude générale des théorèmes d’existence (^). 

Notons enfin qu’on peut se proposer l’étude des théorèmes d’existence avec 
des conditions aux limites différentes des conditions choisies par Cauchy. 
C’est ainsi que M. Picard a étudié, relativement à certaines équations diffé- 
rentielles du second ordre, l’existence de courbes intégrales assujetties à 
passer par deux points donnés, problème qui présente une importance 
capitale pour le calcul des variations. 

§ II. — Prolongement analytique et points singuliers des intégrales. 

idl. Les théorèmes précédents nous apprennent que, sous certaines condi- 
tions, une équation différentielle du premier ordre admet une intégrale et une 
seule, holornorphe dans le domaine du point cCq, et prenant en ce point la 
valeur y^. 

La méthode des coefficients indéterminés permet, au moins théoriquement, 
de former le développement taylorieri de cette intégrale au voisinage de x^, et 
nous savons a priori que le développement sera valable dans un cercle de 
centie et de rayon non nul. En employant la méthode du prolongement 
analytique, nons pourrons arriver à déterminer la valeur de cette intégrale 
particulière dans tout son domaine d’existence. 

Soit X, un point extérieur au cercle de convergence. En joignant le point x^ 
au point .x\ par un chemin L, on suivra le prolongement de la première série 
obtenue tout le long de ce chemin ; mais pour arriver de cette façon à déter- 
miner la valeur de l’intégrale au point il faut être certain que le chemin L 
ne passe par aucun point critique de l’intégrale considérée. De là l’intérêt qui 
s’attache à la détermination des points singuliers des intégrales d’une équa- 
tion différentielle. 

La question se complique du fait qu’en général ces points singuliers ne sont 
pas fixes, c’est-à-dire varient quand on passe d’une intégrale à une autre. 
Considérons par exemple l’équation 

L’intégrale qui prend la valeur a pour x = 0 est 

y — 


(1) Cf. n» 255. 



THÉORÈMES D’EXISTENCE. — INTÉGRALE SINGULIÈRE 


17 


la détermination du radical étant convenablement choisie; cette intégrale 
•admet les points critiques cc=:-+-a et x=: — a, qui varient avec la constante 
arbitraire a. 

On est donc conduit à classer en deux catégories les points singuliers des 
intégrales d’une équation différentielle : 

1° les points singuliers fixes, qui ne dépendent pas des valeurs initiales 
choisies ; 

2° les points singuliers mobiles, qui dépendent de ces valeurs initiales. 

Une équation différentielle peut avoir des points singuliers des deux 
espèces; par exemple l’intégrale de l’équation 

2a-ÿ^-t-l=0, 

qui prend la valeur pour 1, s’écrit 

Toutes les intégrales ont un point singulier fixe, l’origine, et un point 
singulier mobile, le point e^*. 


152. Nous allons maintenant établir une propriété capitale des équations 
linéaires, à savoir que ces équations n’admettent que des points singuliers 
fixes. 

Considérons l’équation 

(6) ^^ = A(x)y-hh{x), 


et supposons que les fonctions A(x) et B(x) soient liolomorphes au voisinage 
du point Xq. Quelle que soit la constante il résulte du théorème I que 
l’équation (6) admet une intégrale et une seule holomorphe au voisinage du 
point Xq, et prenant en ce point la valeur y^. Prenons pour simplifier 
Xq = yQ = 0, et soit p le rayon du plus petit des cercles de convergence des 
développements tayloriens de A(æ) et B(x) au voisinage de l’origine. On 


pourra trouver une fonction — — majorante à la fois pour A (a?) et B(æ); la 

1—- 

P 

fonction — sera alors une fonction majorante pour A(cc)^ -h B(æ). 


1 

P 

L’équation 
admet l’intégrale 


P 


y = — 1-h 


(‘-ir 


i — — J la détermination égale 


Lainé, Anal., II. 
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à -hl pour æ = 0. Cette détermination étant une fonction holomorphe dans- 
le cercle de centre O et de rayon p, il suffit de reprendre le raisonnement du 
n° 149 pour s’assurer que l’intégrale de l’équation (6) satisfaisant aux mêmes 
conditions initiales sera holomorphe dans un cercle de rayon au moins 
égal à p. 

Nous avons donc déjà le résultat suivant. Les fonctions A(x) et B(æ) étant 
supposées holomorphes au voisinage du point Xq, et p désignant le rayon du 
plus petit des deux cercles de convergence correspondants, une intégrale 
quelconque y(x) de l'équation (6) est holomorphe dans un cercle de centre x^. 
et de rayon p. 

lo3. Prenons alors un chemin fini L, joignant x^ à un point arbitraire x^ 
du plan, et assujetti seulement à ne passer par aucun point singulier de A ou 
B. Si nous démontrons que le prolongement de y(x) est possible le long de L 
de Xq en x^, nous aurons établi que y{x) ne peut admettre d’autres points sin- 
guliers que ceux de A ou B. 

Désignons par la borne inférieure des distances des points singuliers 
de A ou B au chemin L, puis marquons sur L, à partir de une suite de 
points ao = æQ, (x^, ... a^, formant une ligne polygonale de côté o?, tous les 
points du dernier arc <XnX^ étant à une distance de inférieure à d. Soient ( 
la longueur de L, p le plus petit entier tel que pd ^ /. Comme on a évidem- 
ment nd^l^ on aura l’égalité ne pouvant avoir lieu que si x^ est 

confondu avec a„ et le chemin L avec la ligne polygonale. 

De chacun des points a» comme centre, décrivons une circonférence (aj) de 

rayon deux circonférences consécutives auront évidemment une partie 

commune et des parties non communes. D’ailleurs (n° 152) toute circonfé- 
rence (ai) est intérieure au plus petit des deux cercles de convergence de A 
et B au point «j. Enfin tout point a» est intérieur à la fois aux cercles («i^â) 
et (ai+i). 

Ceci posé, appelons le développement de y(x) dans (aj suivant les puis- 
sances de X — a^; on en déduit pour y{x) au point un développement sui- 
vant les puissances de x — aj : soit S, ce développement, son premier 
terme. Le développement représente l’intégrale qui prend au point QL^ la 
valeur y, ; il est donc convergent dans le cercle (d^) et fait connaître le prolon- 
gement de y{x) dans la partie de (aJ extérieure à (a^) : le point étant dans 
cette partie extérieure, soit le développement obtenu pour y(x) suivant les 
puissances de x — a^. En continuant toujours de la même façon, on arrivera 
nécessairement, après p opérations au plus, à un développement valable dana 
le domaine du point x^, et Ton aura bien prolongé y(x) tout le long de L. 

Le raisonnement s’étend sans difficulté à un système d’équations linéaires 
du premier ordre, puis, par un procédé connu, à une équation linéaire d’ordre 
n. Nous pouvons donc énoncer le théorème général suivant : 
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Une équation linéaire (Tordre quelconque n'admet que des points singu^^ 
tiers fîxeSy ceux de ses coefficients. 

Remarque. — Nous avous vu qu’étant donnée une équation différentielle du 
premier ordre 

il existait une intégrale et une seule, holomorphe dans le voisinage du point 
Xq et prenant en ce point la valeur pourvu que /*(æ, y) soit holomorphe au 
voisinage du point {x^, y^. Nous allons examiner un exemple simple où cette 
dernière condition n’est pas remplie, et voir ce que devient dans ce cas le 
théorème d’existence. 

Supposons que /’(ic, y) soit infini pour les valeurs x^ et y^y de telle façon 
que l’inverse f^[Xy y)=.j~—^ soit holomorphe au voisinage de ces valeurs; 
on aura alors évidemment 

i/o) = 0- 

Nous pouvons écrire l’équation proposée sous la forme 

dx 




y)-- 


Alors le second membre étant holomorphe au voisinage du point (x^, f/o), 
il existe une fonction x(y) et une seule, holomorphe au voisinage du point y^ 

et prenant en ce point la valeur x^. Puisque =0? on aura, pour \ç. 

développement taylorien, 

0? — aîo = (y — y^Y^ -h Kn^i{y — -f- . . . (m > % zph 0). 

On en déduit (n° 148) 

1 1 

y—yo = ci,(x--x,Y^-^-a.,(x — x,Y^-h... («iT^O). 

Il en résulte immédiatement que l’équation proposée admet encore une 
intégrale et une seule tendant vers y^^ quand x tend vers Xq, mais cette inté- 
grale n'est plus holomorphe au voisinage de x^^ : on voit en effet qu’elle 
admet le point Xq comme point critique algébrique. 


§ III. — Étude des intégrales au voisinage d’un point exceptionnel. 
Intégrales singulières. 

Ii54. Considérons l’équation différentielle 
(7) F(æ, y, ÿ') = 0, 

où le premier membre est un polynôme en sc, y y y' y supposé indécomposable 
et de degré m > 1 en y^. Donnons à ce et ÿ des valeurs particuliùrès y^y et 
supposons que l’équation en i/ 

(*) Fi®», ÿo» y') = 0 
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ait m racines distinctes et finies (y[, ... y'^). On aura alors, par exemple, 



puisque y\ est racine simple de 1 équation (8). D’après ce que nous avons vu 
précédemment (n° 148, Remarque), l’équation (7) définit une fonction et une 
seule, 

(9) fl' = 9{x,y), 

holomorphe au voisinage du point (a?o, y^), et prenant en ce point la valeur y[. 
L’équation (9), considérée maintenant comme une équation dilTcrcntielIe, 
admet une intégrale et une seule holomorphe au voisinage du point et 
prenant en ce point la valeur y^. 

En résumé, si l’équation (8), considérée comme une équation algébrique 
en y\ a m racines finies et distinctes, l’équation différentielle (7) admet m 
intégrales et m seulement holomorphes dans le domaine du point et prenant 
en ce point la valeur iJq. 

En langage géométrique, on peut dire que par le point Mo(a?o, y^^) du plan 
passent m courbes intégrales à tangentes distinctes, sur chacune desquelles le 
point Mo est un point ordinaire. Cette représentation géométrique permet de 
voir immédiatement que si l’équation (8) a une racine infinie, l’une des 
courbes intégrales est tangente en M,, à la droite x=:X(^^ rien n’étant modifié 
par ailleurs. 

Les raisonnements précédents ne s’appliquent plus si l’équation (8) a des 
racines multiples. Soient//; une telle racine, //'= cp{.r, //) une fonction satisfai- 
sant à (7) et prenant la valeur y[ au point (Xq, y^) ; on ne peut plus affirmer que 
la fonction îp(x’, y) soit holomorphe au voisihage du point (a^o, y^), ni par suite 
appliquer le théorème de Cauchy à l’équation dilférentielle correspondante. 

Les points (x^ y) pour lesquels l’équation (7) a une racine multiple en y' 
satisfont à l’équation 

( 10 ) //) = 0 , 

obtenue en éliminant ij entre les équations 

et = 

Soit (y) la courbe définie par l’équation (10), (cCo, y^) un point quelconque 
de (y). Le théorème de Cauchy ne donnant plus aucun renseignement sur les 
courbes intégrales qui passent au point {xq, y^), une étude directe de ces 
courbes sera nécessaire au voisinage du point (Xq, y^). 

155. Nous nous bornerons, pour simplifier, à l’étude de l’équation diffé- 
rentielle 

(1^) y)y'-^Q{x, y) = 0, 
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OÙ P et Q sont des fonctions rationnelles des variables a? et ij, La courbe (y) a 
ici pour équation 

(12) P2 — 0 = 0. 

Soit {Xq, un point de cette courbe : nous nous proposons d’étudier, au 
voisinage du point (Xq, y^), les courbes intégrales de l’équation (11) qui 
passent en ce point. Nous supposerons essentiellement que ce point est un 
point simple de (y), et que les fonctions P et Q sont holomorphes dans son 
voisinage. 

Le coefficient angulaire de la tangente au point iJq) a une courbe inté- 
grale passant en ce point est égal à P(a;o, y^). Celui de la tangente à (y) au 
même point est égal à 



l’indice zéro indiquant qu’on a remplacé x et y par et y^. 

On obtiendra les points de (y) où ces coefficients angulaires sont égaux en 
résolvant le système A deux inconnues 

(13) P2-Q = 0, pAp'-- — ‘iQWsP— — ?S = 0, 

^ ^ ’ \ iy iy) .■'a? 

système qui n’a, en général, qu’un nombre limité de solutions. 

Si le système (13) se réduit à une seule équation, il en résulte que la courbe 
(y) satisfait à l’équation (il) : on dit qu’elle définit V intégrale singulière de 
cette équation. Ce cas étant évidemment exceptionnel, on voit que l’équa- 
tion (11) n’aura pas en général d’intégrale singulière ( ^). 

Celte observation s’applique bien entendu A une équation différentielle de 
forme quelconque. 

Id(>. plaçons-nous donc d’abord dans le cas général où il n’y a pas d’inté- 
grale singulière. Nous supposerons que le point (cco, y^) ne fait pas partie des 
points, en nombre limité, qui satisfont au système (13). 

On peut toujours, au moyen d’un changement d’axes convenable, trans- 
porter l’origine au point [xq, y^) et supposer que Taxe des y n’est pas tangent 
à (y) à l’origine. Pour ne pas compliquer inutilement l’écriture, nous admet- 
trons que, le changement d’axes étant effectué, Téquation différentielle pro- 
posée a précisément l’expression (11). La courbe (y), définie par l’équation (12), 
passe donc par l’origine, qui est un point simple où la tangente est distincte 
de Oy. 

(P Si la courbe (y) se décompose, on raisonnera de la même façon en remplaçant succes- 
sivement la première équation (13) par chacune des équations obtenues en ég’alant à zéro 
les diviseurs de P- ~ Q. 
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Les fonctions P et Q étant, par hypothèse, holomorphes au voisinage de 
Torigine, l’équation (12) se présente sous la forme 

«0® -1- Po </ -+- H- • • • = 

où l’on a 



D’ailleurs la courbe (y) n’étant pas tangente à l’axe des // à Porigine, on a 



Donc po n’est pas nul, et par suite (n® 148, Remarque) l’équation (12) définit 
Une fonction ^J^(x) et une seule, Imlomorphe au voisinage de l’origine, et nulle 
en ce point. 

Faisons dans l’équation (11) le changement de variable 
Elle devient 

(14) (/;h-2' = P(x, i/,-f i/i + z)- 

Pour Z = 0, on a identiquement 

P' J/l -+-*) — 0 (®. J/i ■+- z) = 0 ; 

on peut donc poser 

P=(a-, y,-+-z) — Q(x, .y, - 1 - 2 ) = 2 'F (x, 2 ), 

W(x, z) étant une série entière en ce et z. Ordonnons cette série suivant les 
puissances croissantes de z ; il viendra 

'F(X, 2 )=^-„(x)-+- 2 .J/^(x)+..., 

les désignant des fonctions holomorphes de x au voisinage de l’origine. 
D’après les hypothèses faites sur (y), le développement, suivant les puissances 
de æ et de P* — Q doit contenir un terme en y, p^^, à coefficient non nul ; 
donc le développement de z (cc, z) doit contenir un terme en z à coefficient non 
nul, et par suite on a 


Remplaçons maintenant y par dans la fonction P(x, y) — y[^ et déve- 

loppons suivant les puissances croissantes de z; on aura 

P(x, y^-+-2) — y; = <p„(x)H-2!|),(x)-h .... 

Par hypothèse, yl(0) esl différent de P (0, 0); par suite 

?o(0)^0. 

Finalement, on voit que l’équation (14) s’écrit 

(45), 2 ' = 9 o(a:)-+-Z 9 j(x)-h ... ± v'z V'J/o(x) -h z<J/j(x) -h .... 
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Faisons encore le changement de variable z = L’équation (15) se décom- 
posera en deux équations 

(46) • • • + W n/’K (^') +1 (^) • • • Î 

(16)' 2u^ = <f)„(a;)-h«^cp,(x) + ... — 

Or on passe do l’équation (16) à l’équation (16)' en changeant w en — u, ce 
«qui ne change pas z. On peut donc se borner à étudier l’équation (16). 


137. Le second membre est liolomorphe dans le voisinage du point æ ==0, 

^ = 0, puisque <^>0(6) ^ 0. De plus, puisque <po(0) 9:^ 0, ^ est infini à l’origine ; 

nous sommes donc dans les conditions d’application de la remarque du n® 153; 
l’équation (16) admet une intégrale et une seule, u{x), tendant vers zéro avec a?, 
et l’origine est un point critique algébrique pour cette intégrale. 

Posons (f„(0) = a„, = 


et développons, suivant les puissances de u et a?, le second membre de 
réquation (16). Le terme constant sera et le terme en u, b^u; l’équation 
pourra donc se mettre sous la forme 

dx 

du “ Uo -f- b^ii 4- . . . ’ 

le second membre étant liolomorphe au voisinage de l’origine. En employant . 
la méthode des coefficients indéterminés, on trouve^ pour l’intégrale de cette 
équation qui s’annule pour ii = 0, le développement 


on en tire (n® 148) 


« 3 

æ = 

a., 6al 


^ l) 3 


3 

puis = a^x -h 

Si maintenant, dans la relation 





y=:y^^Z=:ij^-\-u\ 


on remplace par son développement suivant les puissances de x, on aura 
finalement 


^ = Xx-h 




3 

Le coefficient du terme en x* n’étant pas nul, on en conclut que l’origine 
est un point de rebroussement pour la courbe intégrale qui passe en ce point. 
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 
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La courbe (y) est en général un lieu de points de rebroussement des courbes 
intégrales. 

Ainsi, tandis que par tout point extérieur à (y) passent deux courbes inté- 
grales de l’équation (11) à tangentes distinctes, par un point de (y) passe en 
général une seule courbe intégrale, qui a un rebroussement en ce point. 

ii58. Il nous reste à étudier le cas où la courbe (y) est une intégrale singu- 
lière. Il n’y a rien à modifier aux raisonnements du n° 156, sauf que, cette fois, 
on a, par hypothèse, 

cpo(æ)~0, 

puisque g;^P(x,g,). 

Alors l’équation (16) admet la solution n = 0, qui exprime précisément que 
la courbe (y) est une intégrale de l’équation (11). Cette solution supprimée, il 
reste l’équation 

2u' — U [cp^ (æ) -h «2 cp.^ (a.) v/|o(æ) + 

à laquelle on peut appliquer le théorème de Cauchy, puisque le second 
membre est holomorphe aux environs du point u = æ = 0. Il passe donc 
par l’origine une seconde courbe intégrale, et comme g' a une valeur unique en 
ce point par hypothèse, cette courbe intégrale est tangente à (y). Ainsi lorsque 
la courbe (y) est une intégrale singulière^ elle est une enveloppe de courbes 
intégrales. 

Remarque. — Reprenons l’équation différentielle 

//^~2P(x, ^)//' + Q(x,//)==0. 

Nous venons d’étudier la forme des courbes intégrales au voisinage d’un 
point (j:^, ^y) de la courbe (y) définie par l’équation 

P^-Q = 0, 

en supposant essentiellement que le point (æ^, g^ était un point simple de (y) : 
s’il n’en est pas ainsi, les conclusions précédentes ne s’appliquent plus. 

Supposons en particulier que, l’équation — Q = 0 étant mise sous forme 
entière, son premier membre admette un diviseur tel que [0(æ, ^)]”, 6 dési- 
gnant un polynôme indécomposable en æ et y et n un entier au moins égal 
à 2. Tout point de la courbe (y^) définie par l’équation ô(æ, g) =0 est un point 
multii)le de la courbe (y) : on ne pourra donc plus affirmer que la courbe fyj 
est ou bien une enveloppe de courbes intégrales, ou bien un lieu de points de 
rebroussement. 

Considérons par exemple Téquation 

2 






^x — gf—P 

l'équation P^ — 0 = 0 mise sous forme entière s’écrit ici 
1 — [(æ — yf — 1]2 ^ (as — — x — sl%){x — y- 


■v/2) = 0, 
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et son premier membre contient le fadeur (x — yf, La droite y — æ = 0 n’est 
ni une enveloppe ni un lieu de points singuliers de courbes intégrales. En 
effet l’intégrale generale 

[x — aY-\-{y — af — 1=0 

représente une famille de cercles de rayon 1 ayant leurs centres sur la droite 
y — æ = 0; les droites 

y — æ — ^2 = 0, X — y — — 0 

sont les enveloppes de cette famille de cercles, et en chaque point de la 
droite y — x = 0 passent évidemment deux cercles non infiniment voisins qui 
se touchent en ce point. 

11 est clair que chaque fois qu’il existera une courbe en chaque point de 
laquelle se touchent deux courbes intégrales non infiniment voisines, cette 
courbe fera partie des courbes définies par l’équation — Q =0. 

Ii59. Résumé et règle pratique. — Étant donnée l’équation différentielle 
i/'2 — 2P(x, y)y'-+-QXx, ,v) = 0, 

l’équation P“ — Q = 0 représente une ou plusieurs courbes qui sont ; 

soit un lieu de points de rebroussement des courbes intégrales (cas général) ; 
soit un lieu de points où se touchent deux courbes intégrales non infini- 
ment voisines; 

soit enfin une enveloppe de courbes intégrales (intégrale singulière). 

Pour savoir dans quel cas on se trouve, on met sous forme entière l’équa- 
tion P'^ — (J = 0. Les facteurs multiples du premier membre, égalés à zéro, 
donneront des courbes qui pourront n’étre ni des courbes intégrales singulières, 
ni des lieux de points singuliers des courbes intégrales (^). Ces facteurs étant 
écartés, l’équation P*^ — Q = 0 fournira une ou plusieurs équations 

Tl (®> '/) = «. — ... 

les cp désignant des polynômes indécomposables en x et y. Si la courbe cpj — O 
satisfait a l’équation différentielle, c’est une intégrale singulière ; sinon, c’est 
un lieu de points de rebroussement. 

On démontre que les résultats précédents s’appliquent à toute équation diffé- 
rentielle F(x, y, y')=z0^ où le premier membre est une fonction algébrique 
quelconque des variables x, y, y . L’élimination de y' entre les équations 

conduit à une ou plusieurs courbes (y) qui représentent soit un lieu de points 


(^) On pourra cependant vérifier que celles de ces courbes qui correspondent à des facteurs 
multiples d’ordre impair et ne sont pas des intégrales singulières sont encore des lieux de 
points de rebroussement. 
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de rebroussement des courbes intégrales, soit un lieu de points où se 
touchent deux courbes intégrales non infiniment voisines, soit enfin une inté- 
grale singulière. 

Dans ce dernier cas, la courbe (y) satisfait à l’équation 


3F , ,3F 


-y'^=o, 




qu’on déduit de F = 0 par dérivation ; or elle satisfait déjà à l’équation ^ = 0, 
donc l’intégrale singulière satisfait aux trois équations 


b 0, ~ — f — 0, — U — ; 

' ?ij ’ 3a; ^ 3|/ 


: 0 . 


En appliquant cette remarque à l’équation de Lagrange, 

on voit que, si cette équation ne se réduit pas à une équation de Glaiuaüt, son 
intégrale singulière se compose nécessairement de droites. 


Application. — Déterminer la constante m de façon que V équation 

(E) x(^|)V(y-3x)^-(-my = 0 

admette une intégrale singalièrey et intégrer Véquation différentielle ainsi obtenue. 
Indiquer la forme des courbes intégrales passant par un point donné du p/an, suivant 
la position de ce point dans le plan. 

{PariSy épreuve écritCy l*"® question.) 

Nous nous bornons ici à Tétiidedes courbes intégrales réelles, 
f.es courbes intégrales singulières, si elles existent, satisfont d’une part à l’équation 
P 2 — Q .= 0, qui s’écrit ici 

— 2xy{2ni -h 3) H- 9x^ = 0 

et représente deux droites passant par l’origine, d’autre part à l’équation 


c’est-à-dire /(2/-h m — 3) = 0; 

pour que cette équation soit vérifiée par une des deux droites précédentes, il faut et 
il suffit que m:=-t-d. 

L’équation (E) s'écrit alors 


(17) 


^ 3x — y ± \/{y — X) {y — 9x) 
dx '<±x 


On voit que dans ce cas la courbe (y) se décompose en deux droites, 

y — x, y = dxy 

dont la première est une intégrale singulière, la seconde un lieu de points de rebrous- 
sement. 

Faisons dans l’équation (17) le changement de variable 
y — 9a; = U* (y — æ) ; 

elle s’écrit, après quelques simplifications et compte tenu de l’indétermination du 
signe de u, 

(18) 4ox^ = {«*-l)(u-+-3). 
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Puisque nous ne nous occupons que des courbes intégrales réelles, nous n'étudie- 
rons que les régions du plan pour lesquelles on a soit ^ < 1, soit ^ > 9. On obtiendra 

*oes régions en faisant varier u de — oo à -h oo . 

L’équation (18) s’intégre sans difficulté et donne 




u — 1 1 
Ü -f- 3 1 

(19) 

< d’où 




U — t- 3 

U — 1 


Supposons d’abord u< — 3oua>1.0n peut alors poser 

«-+-3 ’ 

«et les équations (19) s'écrivent, compte tenu de l’indétermination du signe de v, 


y=-i 


A 


Si — 3 < U < 1 , on peut poser ■ 


et les équations (19) s’écrivent cette fois 


A /. q\ A —f— 1 

x = y=2 


Il existe donc deux familles distinctes de courbes intégrales réelles, définies par les 
équations (20) et (21), et les courbes de chaque famille se déduisent par homolhétie 

de l’iine quelconque d’entre elles. Toutes ces 



courbes sont des quartiques unicursales. 

On verra sans peine que les courbes de 
la première famille ne présentent aucun 
rebroussement, et ont pour enveloppe l'inté- 
grale singulière y~x. 

Chaque courbe de la seconde famille a 
deux points de rebroussement, symétriques 
par rapport à l’origine, sur la droite y = 9.r. 

On pourra, par exemple, pour appliquer la 
méthode générale exposée précédemment, 
chercher la forme d’une courbe intégrale au 
voisinage du pointx= l,y = 9 ; on trouvera 


X — 1 — /3 - 

12 216 


Fig. 2. qui montre bien que ce point est un 

point de rebroussement. 

En résumé, dans l’angle aigu AOB (ou A'OB'), il ne passe aucune courbe intégrale 
réelle. 

Par tout point de l’angle AOx (ou A'Ox') passent deux courbes (20). 

Par tout point de l’angle BOy (ou B'Oy') passent deux courbes (21). 

Enfin par tout point de l’angle xOy' (ou aî'Oy) passent une courbe (20) et une 
courbe (21). 

Exceptionnellement, en tout point de la droite y — a;, il ne passe qu’une courbe (20) 
tangente en ce point à l’intégrale singulière; et en tout point de la droite y = 9a;, il 
ne passe qu’une courbe (21) ayant un rebroussement en ce point. 
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MÉTHODES PARTICULIÈRES DMNTÉGRATION 


§ 1 . 


Préliminaires. 


100. Revenons d’abord rapidement sur les types simples d’équations inté- 
grables du l®'* ordre déjà rencontrés dans le cours de Mathématiques générales. 

1® Équation à variables séparées. — Elle est de la forme 

X{x)dx-{-Y (y)dy = 0, 

et son intégration se ramène à des quadratures. 

2° Équation homogène. — Elle est de la forme 

dy_f(y\. 

dx — '\x)' 

on l’intègre au moyen du changement de variable y — tx^ qui donne 

dy ^ . dt 


dx ' 


: /-f- a? 


d’où 


dx 


dt 


On obtient x en fonction de t par une quadrature, et on a ensuite y sar 


autre intégration. 
L’équation 


dx ' 


-.fi^ 

' \ax- 






se ramène à l’un ou à l’autre des types précédents. En effet, si les deux droites 
ax by c — 0, a'x -4- b' y -h c' = 0 

concourent en un point 0^, on prend un nouveau système d’axes parallèles 
aux premiers et d’origine 0^; les deux droites ont alors des équations de la 
forme 

a.æ, -1-6,1/, = 0, a,x^ + b',y^ = 0, 

et l’équation différentielle en (Xj, y^) est homogène. 

Si les deux droites sont parallèles, on prend un nouveau système d’axes Ox^y^ 
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tels que l’axe par exemple, soit parallèle aux deux droites, dont les équa- 
tions seront alors de la forme 

-+■ a = 0, -h P = 0 ; 

1 équation différentielle en (x^^ ne contient plus la variable et les 
variables sont séparées. 

3® Équation linéaire. — Elle est de la forme 

g = X(x-)y + X.(x); 
on l’intègre au moyen du changement de variable 


qui donne 


puis 


dx 


y — Uù 


fKdx 


= Xue'f -f- 


, f\dx 
■ Il , 


n'(x) = X,e 


On a donc u par une quadrature; l’intégrale générale s’écrit 


!/-- 


I \dx 


A 


— Ç \dx 


dx. 


et l’on voit que l’intégration exige au total deux quadratures. 

4" Équation de Bernoulli. — Elle est de la forme 

^ = X(x);/ + X.(x)ÿ», 

n désignant une constante quelconque. On la ramène à une équation linéaire 
au moyen du changement de variable = z. 

5® Équation de Clairaut. — Elle est de la forme 

y^xy'-}-^(y'); 

l’intégrale générale se compose de la famille de droites 

et l’enveloppe de cette famille forme l’intégrale singulière. 

6° Équation de Lagrange. — Elle est de la forme 
y = x<f(y')-^^{y'); 

pour l’intégrer, on pose y' = p, d’où = En dérivant la proposée, on a 
alors 

[p ~ ip) + ^'(p)- 


ou encore 
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On est donc ramené à une équation linéaire, d’où l’on tirera x en fonction 
de P par des quadratures; l’expression de ^ en fonction de p sera ensuite 
fournie par l’équation différentielle elle-même. 

Rappelons en second lieu le procédé classique d’intégration des équations 
différentielles linéaires, d’ordre quelconque, à coefficients constants. Soit à 
intégrer l’équation 

-f- H- a,,ij = 0, 

les coefficients a étant constants; on cherche les solutions de la forme et 
l’on est ainsi conduit à V équation caractéristique 

r’' -f- -f- . . . -f- Gn-ir -4- a^ = 0. 

A toute racine simple, p, de l’équation caractéristique correspond une inté- 
grale particulière à toute racine multiple, p, d’ordre X, correspondent X 
intégrales particulières, 

L’intégration de l’équation proposée est donc ramenée, en définitive, à la 
résolution de l’équation caractéristique. 

En ce qui concerne l’équation linéaire avec second membre, rappelons 
encore que son intégration se ramène à celle de l’équation sans second membre 
et à la détermination d’une intégrale particulière de l’équation avec second 
membre. Dans le cas où l’équation sans second membre est à coefficients 
constants, et où le second membre est de la forme on sait déterminer 

une intégrale particulière de la même forme pour l’équation avec second- 
membre : nous ne reviendrons pas sur ce point, car nous donnerons plus loin 
une méthode générale ramenant à des quadratures l’intégration de l’équation 
avec second membre quand on a effectué celle de l’équation sans second 
membre, que celle-ci soit ou non à coefficients constants. 


161. Soit 

(1) •‘■(35, y, ÿ') = 0 

une équation différentielle de forme quelconque. Sur toute courbe intégrale 


on aura 

ou 

et par suite 


~ dx du -h —, du' — 0, 
:>x ?u ’ 


\dx 


c^F 


( 2 ) 

Réciproquement, soit 

( 3 ) 


dx dq 


imL 




y 'w':: 

ÿ.ÿ') — G'* 


— H- o' 
?X ^ 
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une intégrale première du système (2), distincte de F, x, y et y' étant consi- 
dérés comme des variables indépendantes. Toute courbe intégrale de l’équa- 
tion (1) satisfait à (3). Si donc on élimine y' entre les équations 

ÿ>V') — 0, 6{x,y,y')=za, 

on obtiendra, sous la forme 

<p(æ, y, a)=:0, 

où a désigne une constante arbitraire, l’intégrale générale de l’équation (1). 
Appliquons par exemple cette méthode à l’équation de Clairaut 
y — xy'^f(y') = 0. 

Le système (2) s’écrit ici 

dx dy [x — f (y')] dy' 

1 o‘ 

On doit donc avoir, sur toute courbe intégrale, ou bien 

dy' = 0, d’où //' = a 
et y — «æ -f- /’(«) = 0, 

relation qui fait connaître l’intégrale générale, ou bien 

et, en éliminant y' entre les équations 

y — xy'-{- f(y') = 0, x~f' {y') = 0, 
on aura l’intégrale singulière. 

La méthode précédente s’étend immédiatement aux équations d’ordre- 
quelconque. Soit 

i/. y'. = 0 

une équation d’ordre n; son intégration sera équivalente à celle du système 


dx dij dj^ 

1 //'“ 






„)dy 


ri(«) 


(«) 


?X 




) 

^y(n- i) 


Si l’on a trouvé une intégrale première du système précédent autre qucJF, 
de la forme 


y y y' y . 


l’élimination de y^^^ entre les équations F = 0, 6 = a, ramènera l’intégration* 
de l’équation proposée à celle d’une équation d’ordre inférieur. La connais- 
sance de n intégrales premières autres que F donnera par des éliminations 
seulement l’intégrale générale de l’équation proposée. 

Notons encore, pour en finir avec les méthodes élémentaires d’intégration,, 
que l’équation d’ordre n 

F{x‘^y, x^^'^y', . . . , x‘^'*-^y^^>) = 0 , 
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OÙ X est une constante quelconque, peut se ramener à une équation d’ordre n — i 
au moyen du changement de variables 

x^y = X, x^~^^y' = Y. 

Pour X==0, X = — 1, X = — n, on obtient des cas d’abaissement habituelle- 
ment rattachés à des considérations d’homogénéité. 

Remarque. — Considérons l’équation 

à laquelle se ramène immédiatement l’équation 

ÿ') = 0- 

Si, quand on considère y et y' comme les coordonnées d’un point dans un 
plan, l’équation 

FCi/. */') = (> 

représente une courbe unicursale, dont les équations paramétriques rationnelles 


sont 

y = «(/), lj'=u{t). 

on aura 


d’où 

■'«-“'iïr- 

Les équations 

a; = y = u(i) 


représentent les équations paramétriques de la courbe intégrale générale. 
L’intégration de l’équation proposée se ramène donc dans ce cas à l’intégra- 
tion d’une fraction rationnelle (^). 


§11, — Facteur intégrant. Multiplicateur. 


lOîi. Rappelons rapidement la théorie du facteur intégrant. 
Parlons de l’équation dilTérentielle 


(^) 

qu’on peut encore écrire 


dx dy 


Xdx — Xdy^O, 

Soit [i.(x, y) une fonction telle que l’expression ]^{Ydx — ^dy) soit une 
dilTérentielle totale exacte, 

fjL(Yc/x — Xdy)=. d\5{x, y); 

jx est dit un facteur intégrant de l’équation (4). Il est clair que la connais- 
sance d’un facteur intégrant ramène à des quadratures l’intégration de l’équa- 
tion (4); l’intégrale générale s’écrit 


U==G‘«. 


(i) Même conclusion pour l’équation /^ = 0 si on peut exprimer^ et / par des 


fonctions rationnelles d*un paramètre. 
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Soit y) un second facteur intégrant; on aura 
i).i{Ydx — Xdy) = dY(x, y). 

L’intégrale générale pouvant alors se mettre sous la forme V = V devra 
être une certaine fonction de U, V = (p(U), et par suite on aura 
y.,(Ydx-Xdy) = ,f'{V)dU, 
d’où = 

r* 

On en conclut : 

1® que [X désignant un facteur intégrant tel que 

ii.(Ydx — Xdy) = d[J(x,y), 

tout autre facteur intégrant est de la forme {ji. 0(U), 6 désignant une fonction 
arbitraire; 

2® que si l’on connaît deux facteurs intégrants distincts, [x et p.,, de l’équa- 
tion (4), on a immédiatement Tintégrale générale de cette équation sous la 
forme 

^ — C'. 

(*■. 


Remarquons enfin que tout facteur intégrant |x doit satisfaire à l’équation 
aux dérivées partielles 


(h.X) + ^(^Y) = 0, 




ou 






y 

?x_ 


^y J 


qui exprime que l’expression p.(Ydx — X.dy) est une différentielle totale 
exacte. 


163. Nous allons généraliser la notion de facteur intégrant, et, pour sim- 
plifier, nous raisonnerons sur trois variables x, y, z; cette limitation n’a 
d’ailleurs rien d’essentiel, on s’en apercevra sans peine. 

Considérons les équations simultanées 

/«V dx dy c/z 

'' ’ X(a:, y, z) Y(x, y, z) Z{x,y,z)' 

L’intégrale générale de ce système, 

u(x, y,z)z=za, v{x,y,z) = b, 

définit une famille de courbes dépendant de deux constantes arbitraires ou, 
comme on dit encore, une congruence de courbes. 

On appelle intégrale première du système (5) toute fonction F(x, y^ z) 
qui garde une valeur constante sur une courbe intégrale quelconque. On doit 
donc avoir, sur toute courbe intégrale, 



LxiNi, Anal,, 11. 
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autrement dit, l’équation (6) doit être une conséquence du système (5), c’est- 
à-dire qu’on doit avoir identiquement 

(7) X— -i-Y— Vz'’^ = 0. 

Réciproquement, soit F(x, y, z) une intégrale de l’équation (7); sur toute 
courbe intégrale du système (5) on aura 


- 

F = G“ 


-c/z = 0 


et par suite F = G‘®. 

Ainsi toute intégrale de l’équation (7) est une intégrale première du 
système (5). Donc la connaissance de deux intégrales distinctes, u et n, de 
l’équation (7), permet d’écrire immédiatement l’intégrale générale du système 
(5); inversement, si l’on a obtenu l’intégrale générale du système (5) sous la 
forme 

u{x,y,z) = a, v(x,ij,z) = b, 

on devra avoir 

X‘^H-Y'^ + Z‘^ = 0, 

( 8 ) 

X‘^ + Y^-f-Z‘^- = 0; 

D.X ?y ?z 

les fonctions X, Y, Z n’étant pas toutes trois identiquement milles, on tire des 
équations (7) et (8) 

D(F, U, n) _ 

D(x, y, z) 

d’où F = 6(u, v). 

L’intégrale générale de l’équation (7) est donc une fonction arbitraire 
de II et V. 

En résumé, l’intégration du système (5) et celle de l’équation (7) constituent 
deux problèmes équivalents. On peut dire que le système (5) est associé à 
l’équation (7). 

Soient Ll^{x, y, z), iiy{x, y, z), ii.^{Xy y, z) trois fonctions distinctes des 
variables æ, //, z. En posant 

n, = £, — V), = 

on pourra exprimer æ, y, z au moyen des nouvelles variables Ç, t), ^ : 

( 9 ) 71 , 0 , z = ^,, 0 . 

Désignons par du la valeur commune des rapports qui figurent dans le 
système (5), et faisons dans ce système le cliangemcntde variables (9); on aura 


di = ^dx- 
?x 


^z) 


En désignant par le symbole opératoire U F le premier membre de l’équa- 
tion (7), on pourra écrire 

d\=m,du, 

dri = \]r^,du, d^ — \]^,du. 


et de môme 
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Le système transformé s’écrit donc 

111 = 0 ^= or 

il faudra bien entendu remplacer, dans les dénominateurs des rapports précé- 
dents, X, y ei Z par leurs valeurs (9). 

Faisons maintenant dans Téquation (7) le changement de variables (9), 
Soit <ï>(5, 7], l’expression de la fonction F(æ, y, z) au moyen des nouvelles 
variables ; on aura 

~ ^ 

D F H> D 

iy — Jï )ÿ ^ .>!: ’ 

îü — lÈ üi _L_ ^ _4_ ‘1? 

?z I <'>z :>z ’ 


et par suite identiquement 
(11) UF 


UF~Ü5 


TT 


de sorte que l’équation (7) prend la forme 

(12) urTl-(-uv^ + 


uc5=o. 


On voit donc que le changement de variables (9), qui transforme l’équation 
(7) en l’équation (12), transforme aussi le système (5) associé à l’équation (7) 
en le système (10) associé à l’équation (12). On exprime ce fait en disant que 
l’équation (7) et le système associé (5) sont covariants par rapport à toute 
transformation ponctuelle. 

1041. Soit maintenant (r(æ, y, z) une fonction telle que l’on ait identi- 
quement 

4- Y) 4- ;^^(|xZ) ^ 0, 

ou Uix4-|x(~4-^— 4-‘^')=0. 

On donne à une telle fonction le nom de multiplicateur àn système (5). Le 
multiplicateur est donc une généralisation directe du facteur intégrant; nous 
allons voir qu’il possède des propriétés analogues. 

Tout d’abord, si f/. et sont deux multiplicateurs distincts du système (5), 
le rapport — est une intégrale première. En effet, on a 

Uu.. “t- M.i ( f“ - — j 0, 

^\2>x dy :)zj ’ 


(JLj U fX UL U = 0, 
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OU enfin U^ = 0, 

f^i 

ce qui établit notre proposition. 

Il en résulte que la connaissance de trois multiplicateurs distincts donnera 
immédiatement l’intégrale générale du système (5). 

En second lieu, soit p.(x, y, z) un multiplicateur du système (5). Je dis 

nue 


« 


: {JL A est un multiplicateur pour le système (10) 


Il s’agit d’établir que la relation 

px 


(13) 

entraîne l’identité 

(14) 




jY 


g)=' 






Posons U? = a(5, 'Oi U-ir) = p(5, = 

et désignons par jî ce que devient la fonction (x(x*, ÿ, z) par le changement de 
variables (9). On aura alors, d’après les identités (11) et (13), 

et l’équation (14), qui s’écrit 




OTT) 


({/.Ap) -h |^^-({iAy) — 0, 






-P 


33 ) 


'S)=»' 


devient, après remplacement du coefficient de A par sa valeur (15) et division 
par |x, 

à ^ i)- 

Pour établir cette relation, observons que le changement de variables (9) 
peut être remplacé par trois changements de variables consécutifs, dans 
lesquels on conservera chaque fois deux des anciennes variables. Il suffit donc 
d’établir la relation (16) pour un changement de variables de la forme 

(17) æ = ô(E, Yi,0, !/ = ’n, z = ^, 

où 17 ^: 0 . Supposons que l’on tire des équations (17) 

5 = (p(x, y, z). 

30 


On aura alors 


A = 




?X 


. Y‘^- 




p = Y, , = Z. 

Dérivons successivement par rapport à x, y et z la première équation (17). 
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On aura 


et par suite 


«A = X — Y 


^ 0 - 


. _7J9 

YA-Z;^, 


c'^X aYc>0 


_i- 'iX _4_ _i_ 


U''ic 


C. Q. F. D. 


La proposition que nous venons d’établir va nous conduire aisément à la 
seconde propriété fondamentale du multiplicateur. Supposons que l’on con- 
naisse une intégrale première w(a?, y y z) et un multiplicateur \L{Xy y y z) du 
système (5). Soient v(Xy y y z) et w(Xy y, z) deux fonctions telles que le jacobien 

identiquement nul. Le changement de variables 

\=:U{Xy y y Z)y Y) = ( X , IJ y Z) y ^ , IJ, Z) 

conduit du système (5) à un système 

(AO. dri _ 

«($, Y), -n, C) 

qui doit admettre l’intégrale première $ = C/®. On a par suite « = 0, et l’inté- 
gration du système (18) se réduit à celle de l’équation 

('iÛ\ ^ 

^ V P(Ç, ^-0’ 

où l’on considère Ç comme une constante. Or on connaît un multiplicateur du 
système (18), savoir 

—■■i>(a;. y. z). 


on aura donc 


ou, puisque a est nul. 


i''; yri K 




relation qui exprime que est un facteur intégrant pour l’équation (19). 
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Quand on connaît une intégrale première et un multiplicateur du système 
(5), V intégration de ce système est ramenée à des quadratures. 
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Plus généralement considérons le système d’équations simultanées 
dx.^ dxn 

^1(^11 • • • ^*n) • • • ®n) , . . Xfi) 

On démontrerait d’une façon analogue que si rort connaît n — 2 intégrales 
premières et un multiplicateur de ce système, son intégration est ramenée à 
des quadratures. 

Ce théorème, dû à Jacobi, est désigné généralement sous le nom de théorème 
du dernier multiplicateur. 

§ III. Équations linéaires d’ordre n. Système fondamental. 
Variation des constantes. 

16d. Considérons l’équation linéaire sans second membre 
(20) H- n -f- üny ~ 0, 

où les Ui sont des fonctions de x. Soient //,, . . . gn n intégrales particulières 

telles que le déterminant 



Ui 


. . tjn 

A=: 

y'i 

y'2 

* * Un 



y'r'> ■ 

• • yvr'’ 


soit différent de zéro. 

On dit dans ce cas que les n intégrales yi forment un système fondamental 
de l’équation f20). Nous allons démontrer que l’intégrale générale peut alors 
s’écrire 

y ~ + C,//2 Ojjn, 

les C, désignant des constantes arbitraires. 

Pour simplifier l’écriture, nous supposerons n =t= 2 : on verra sans peine que 
le raisonnement est général. 

Soient donc y^ et y.^ deux intégrales de l’équation 

telles que l’on ait 
Des équations 


on tire 




'Ji 

y'i 


y’i •’ 


y" -h a^y' ajj — 0, 


y y y 

y" y'i yi 

y'i y’t y. 


= 0 ; 
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il existe donc entre les éléments des colonnes de ce déterminant une même 
relation linéaire et homogène, 

\y ^ 2^/2 ~ 

Ky" \y'! \y'2 = 

les X n’étant pas tous nuis. Il est impossible que Xq soit nul, car les deux 
premières équations du groupe précédent donneraient, X^ et X 2 n'étant pas tous 
deux nuis, A = 0. On peut donc prendre X^ = — 1 et écrire 

y' = 

y" —\y"i + '''iyl- 

En dérivant la première équation et tenant compte de la seconde, puis en 
dérivant la seconde et tenant compte de la troisième, on aura 

KUi + Kvi = + Ky'i ~ 

et par suite, puisque A 0, 

x; = 0, x; =: 0, 

ce qui montre que X^ et X 2 sont des constantes. Il en résulte immédiatement que 
l’intégrale générale de la proposée peut se mettre sous la forme 

</= >'1,71-+- >> 21 / 2 . 

Xj et Xg désignant des constantes arbitraires. 

166. Revenons maintenant au cas généralet supposons que l/^, yn 

forment un système fondamental de l’équation (20). Le déterminant A se nomme 
le wronskien des n fonctions yi. Nous allons établir une propriété impor- 
tante du wronskien de n fonctions ÿj, . . ., considérées indépendamment de 
toute équation dilfércntielle. 

On dit que n fonctions ..., y^ sont liées linéairement quand il existe 
n constantes G,, . . ., C„, non toutes milles, telles qu’on ait 

(21) “1~ ^2^2 -f- Gnÿji = 0. 

Le wronskien des n fonctions yi est alors nul, comme on le voit en déri- 
vant n — 1 fois l’identité (21) et éliminant les Ci entre les n — 1 équations ainsi 
obtenues et l’identité (21) elle-même. 

Réciproquement, si le wronskien des n fonctions yi est identiquement nul, 
ces n fonctions sont liées linéairement, ou, comme on dit encore, ne sont pas 
linéairement distinctes. 

Supposons d’abord que tous les mineurs du premier ordre de A ne soient 
pas identiquement nuis; soit, par exemple, 



y^ 

y^ 

. . yn-x 

Sz=: 

y'i 


• • y’n-i 


X"-”' 

yf-^- 

• •• y'^' 


^ 0 . 
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Posons 

i Un == -4- ... -h kn-i^n-U 

yh = -+■«••-+- kn-it/n-i, 

yf -^) = k,y{^-^^ . V 

les A", désignant des fonctions inconnues de x. Soit A une région du plan de 
la variable x où les fonctions yi soient holomorphes et où le mineur 8 ne 
s’annule pas. Alors si Ton résout les équations (22) par rapport aux /f,, les 
fonctions ainsi obtenues seront holomorphes dans Taire A. 

Entre les termes de chacune des n — 1 premières lignes du déterminant A 
existe une même relation linéaire et homogène, qu’expriment les équations (22). 
Ce déterminant étant identiquement nul, la même relation doit exister entre 
les termes de sa dernière ligne : on peut en effet écrire 

^ = S •— — ... — kn.iy^X^i^], 

et, puisque 8 0, A = 0, on doit bien avoir 

(23) y^r'^ = H- -4- ... 4- 

Dérivons les équations (22); il vient, en tenant compte des équations (22) 
elles-mêmes et de Téquation (23) 

Kyi ■+■ H- = 0, 

Ky'i “T* ^2^/2 H- • . • 4- Ki-\y'n-\ = 

‘ 4 - = o. 

On en tire, puisque 87^0, 

k[ = k'=,,,=k:_, = 0. 

Les Ai sont donc des constantes, et les fonctions yi sont bien liées linéai- 
rement. 

Si tous les mineurs du premier ordre sont nuis, on considérera les mineurs 
d’ordre supérieur; supposons que le premier mineur non nul soit d’ordre p; 
on recommencera le raisonnement précédent en remplaçant le déterminant A 
par un mineur d’ordre p — 1 ayant pour mineur du premier ordre le mineur 
non nul d’ordre p par rapport à A. On arrivera donc nécessairement à une 
relation linéaire et homogène à coefficients constants entre un certain nombre 
des fonctions yi. 

Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant : 

Pour que n fonctions d'une variable ne soient pas linéairement distinctes, 
il faut et il suffit que leur wronskien soit identiquement nuL 
Nous avons démontré, d’autre part, que si les n intégrales particulières 
i/iî •••» yn de l’équation (20) forment un système fondamental, l’intégrale 
générale se met sous la forme 

y = C,y, -t- Cjÿj + . . . -H c„ÿ„, 
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les C, désignant des constantes arbitraires. On voit maintenant que, réci- 
proquement, si l’expression ci-dessus représente l’intégrale générale de 
l’équation (20), les intégrales forment un système fondamental. En 

effet si leur Avronskien était nul, ces fonctions ne seraient pas linéairement 
distinctes, et par suite l’expression contenant en réalité un nombre de 

constantes arbitraires inférieur à n, ne pourrait pas représenter toutes les 
intégrales dont le théorème de Cauchy (n® 150) établit l’existence. 


167. Considérons maintenant une équation linéaire d’ordre n avec second 
membre. Pour simplifier l’écriture, nous prendrons encore n = 2. Soit donc 
l’équation 

(24) y" + y'p(x)-\-yq{x) = u(x), 

et supposons que nous ayons déterminé l’intégrale générale de l’équation sans 
second membre, soit 

(25) ÿ = Aÿ, -f- Bÿj, 


A et B désignant deux constantes arbitraires. Nous allons montrer que l’inté- 
gration de l’équation (24) se ramène à des quadratures. 

En effet, considérons A et B comme deux fonctions inconnues, à choisir de 
telle sorte que la relation (25) donne l’intégrale générale de l’équation (24). 
On aura 

, A ^ w dB 

y =Ay,-tBy, + y,^+y,^, 


OU, en posant 
(26) 

(27) 

et par suite 

(28) 


Urk , UMJ ^ 

y' = Ay;-i-By;, 


If K If t Xü tf ! ! (iPx. f 0?B 


Portons dans l’équation (24) les valeurs (25), (27) et (28) de q' et ÿ"; on 
aura, puisque et q^ sont des solutions particulières de l’équation sans 
second membre, 


(29) 


,dK ,c/B , , 


Par hypothèse, on a 






les équations (26) et (29) donnent donc ^ ^n tire A et B par des 

quadratures. 

On donne à la méthode qui vient d’être exposée le nom de méthode de la 
variation des constantes. 
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§ IV. — Équations de Riccati. 


168. On donne le nom d’équations de Riccati aux équations dilTércntielles 
de la forme 


(30) y' ^aif-^hy-{-cz=. 0, 

où a, b et c sont des fonctions données de x. 

Si a est nul, on a une équation linéaire, et une équation de Bernoulli si c 
est nul. 

En général l’intégration de l’équation de Riccati ne peut être ramenée à des 
quadratures. 

Supposons que l’on connaisse une intégrale particulière de l’équa- 
tion (30). Des équations 

y' -h ay^ -h -h c = 0, 

ll[ + c = 0, 

on tire 

/y' — y'i + a (y'‘ —y^)-i- b (y— y,) = 0, 

d’où, en posant 

(31) z' -h -f- (2a^j -f- 6)z = 0. 

L’intégration de l’équation (30) est ainsi ramenée à celle de l’équation (31), 
qui est une équation de Bernoulli. Donc quand on connaît une intégrale 
particulière de l’équation de Riccati, son intégration est ramenée à deux 
quadratures. 

Supposons maintenant que l’on connaisse deux intégrales particulières y^ 
et ^2 de l’équation (30). Le changement de variable 



ramène l’équation (31) à une équation linéaire 

II' — — <2 = 0. 

D’ailleurs l’équation en z admet l’intégrale particulière y.^ — y y, et par suite 

1 

l’équation en u admet l’intégrale ; son intégrale générale s’écrira donc 

Ui Ux 


U2 — Ui 


f {iayi+b)dx ^ 


l’intégration de l’équation (30) est donc ramenée dans ce cas à une seule qua- 
drature. 

Enfin si l’on connaît trois intégrales particulières de l’équation (30), on 
aura l’intégrale générale sans quadrature. Ce point résulte immédiatement des 
considérations précédentes, mais nous allons le démontrer par une autre voie. 
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qui nous permettra en même temps d’établir un lien remarquable entre l’équa- 
tion de Riccati et l’équation linéaire du second ordre. 

Faisons, dans l’équation (30), le changement de variable 

y=l(x)v-h\f^(x), 

V désignant la nouvelle fonction inconnue, X et jx deux fonctions provisoire- 
ment indéterminées. L’équation (30) s’écrit ^ 

(32) X n' -H a X2 y* 4- [À' X (2a (X -h b)] -h- fl.' H- a -h h (X -f- c == 0, 

Comme nous supposons que l’équation (30) n’est pas une équation linéaire, 
le coefficient a n’est pas identiquement nul ; prenons alors 

■A = t, X' + X(2a[A+/)) = 0. 

L’équation (32) prendra la forme 

(33) a' -H H- /> (x) = ü. 

Posons enfin 

d’où Y' = Y" = (v^ -t- v') ; 

l’équation (33) s’écrit 

(34) Y"-^p(x)Y=zO. 

On a donc ramené l’intégration de l'équation de Riccati à celle d’une équa- 
tion linéaire du second ordre (*). Soit 

l’intégrale générale de l’équation (34), a et p désignant deux constantes arbi- 
traires. On aura 

_ Y' _ a y; 4- P y; _ y; 4 - gy' 

"~Y — aY, + pY,— Y.-f-CY,’ 

G désignant une constante arbitraire. 

Ce dernier résultat montre que n, et par suite y, est une fonction liomogra- 
phique de la constante d’intégration C. Soient donc y^ trois intégrales 

particulières de l’équation (30), correspondant aux valeurs C^, G^, C 3 de la 
constante d’intégration. On aura, d’après les propriétés du rapport anhar- 
monique, 

{y,y„9,,y,) = {C;C„C„C,) = 0\ 

L’intégrale générale de l’équation (30) s’écrit donc immédiatement 

y—y2 . yi—y2 ^Qu. 
y — y^'yx-y^ 

c’est la propriété que nous voulions établir. 


(0 La réciproque est immédiate. 
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§ V. — Équations de Laplace. 

169. Laplace a fait une élégante application de la théorie des fonctions 
d’une variable complexe à l’intégration d’une classe particulière d’équations 
linéaires d’ordre quelconque. Nous exposerons sa méthode sur une équation 
du second ordre. 

Considérons l’équation différentielle 

(35) -h -h (a^x {a^x + b.,)y z=0. 

Cherchons à satisfaire à cette équation en prenant pour y une expression 
de la forme 

(36) y = £e-^dz, 

OÙ Z désigne une fonction inconnue de la variable z, et L un chemin provi- 
soirement indéterminé. On aura 



posons alors 

(z) = -h a, Z + Q(z) = 6oZ^ + V + ^ 2 - 
On voit que l’équation (35) peut s’écrire 

(37) £e‘^Z(Px + Q)dz = 0. 

Nous choisirons la fonction Z de telle sorte que l’expression sous le signe J 
soit la différentielle de e’^ZP. On a 

i'^e”ZP = e-[zPxH-|(ZP)J; 

nous devrons donc avoir 

^(ZP) = ZÔ=ZP.g, 

rnQ, 

d’où , 

la limite inférieure Zq étant choisie de façon à ne pas annuler P(z). Posons 
alors 

l’équation (37) s’écrit finalement 

|VL=o. 

Ainsi la détermination d’une intégrale particulière de l’équation (35) est 
ramenée à la recherche d’un chemin L tel que : 

1° l’intégrale (36) soit finie et non nulle; 

2° la variation totale de V le long de L soit nulle. 
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Soit a une constante quelconque; faisons dans l’équation (35) le changement 
de variable 

y = ; 

on obtient, toutes réductions faites, l’équation 

{a,x -4. 6o) Y" + IxP' (a) 4- Q' (a)] Y' 4- [æP (a) 4- Q (a)] Y = 0. 

Si les polynômes P et Q ont la racine commune a, l’équation en Y admet 
l’intégrale particulière Y=:l, et l’équation en y l’intégrale particulière 

y = e^^; 

l’intégration de l’équation (35) est alors, comme on sait, ramenée immédia- 
tement à des quadratures. 

Nous pouvons donc supposer que les polynômes P et Q sont premiers 
entre eux; nous supposerons en outre, pour nous borner au cas général, que 
le polynôme P(z) est effectivement du second degré {üQ^ptO) et a ses racines 
distinctes. 

Soient a et 6 ces racines; on a alors 

et par suite, en choisissant convenablement 

£ ^dz = Xz4-ajlog(z — a)4-aJog(z — 6). 

On en tire d’abord 

(38) V = — aY'{z — 6)“*; 

d’autre part on a 

ZP = (z — a)*‘ (z — 6)"*, 

d’où Z = — aY*'^^{z — 6)**~^ 

On aura donc finalement, en négligeant le facteur constant «q, 

(39) — a)“‘~*(z — bY*~^dz. 

Soient JL et des lacets décrits dans le sens direct autour de a et 6, à partir 
d’un point quelconque, JL_i et les mêmes lacets décrits dans le sens rétro- 
grade. L’intégrale (39) prise le long de JL n’est pas nulle en général : soit A 
sa valeur pour une détermination initiale particulière de la fonction à intégrer. 
Désignons de même par B la valeur de l’intégrale (39) prise le long de avec 
la même détermination initiale. Quand z a décrit JL, la fonction V est mul- 
tipliée par si est un entier positif, la variation de V est nulle, mais 

alors le point a est un point ordinaire pour la fonction à intégrer dans l’équa- 
tion (39), et on obtient pour y la valeur zéro. Au contraire si a, est un entier 
négatif, la variation de V est encore nulle, mais la valeur obtenue pour y no 
l’est pas en général. Nous avons donc déjà le résultat suivant : 
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Si l'an des nombres ou est un entier négatif, on aura en général une 
intégrale de réquation proposée en prenant pour chemin L une petite cir- 
conférence décrite autour du pôle correspondant. 

Considérons maintenant un chemin L équivalent à la suite de lacets 

(40) Jb, Jb_i, ^_i; 

on voit immédiatement que la variation totale de V est nulle, puisqu’on revient 
au point de départ avec la valeur initiale multipliée par 

gÎTC i (a, «,—«») 

Soient, d’autre part, A_i et B_i les valeurs de l’intégrale (39) prises le long 
de Jlo_i et toujours avec la même détermination initiale. Le long du 
chemin l’intégrale (39) est nulle ; or quand on a décrit Jlo la fonction à 

intégrer a été multipliée par on a donc 

A -f- = 0, d’où A_i = — 

et de même 

B_, = — Be--'"®*. 

L’intégrale (39), prise le long du chemin (40), a alors pour valeur 
A -1- Be*'"®' -4- A...,e2'’^^®'+-®«) -4- B.ie^'"®*, 

c’est-à-dire 

A(1 e-^'"®’) -f- B(e2‘’^®' — 1). 

Si un seul des nombres ou était entier positif, par exemple, on aurait 

A = 0, 

de sorte que l’expression précédente serait nulle. Cette hypothèse écartée, 
l’intégrale (39) prise le long du chemin (40) fournira en général une intégrale 
de l’équation proposée, une exception ne pouvant se produire que si Ton avait 
identiquement 

A(e;*^--. — l)==:B(e2'"*‘ — 1). 

Lorsque le nombre a^-h est un entier sans que et le soient, on peut 
prendre pour chemin L l’ensemble dos deux lacets Jb, En elîet, quand z 
a décrit L dans le sens direct, V est multiplié par c’est-à-dire qu’il 

revient à sa valeur initiale; d’autre part, l’intégrale (39) est égale dans ce cas 
à A-4-e""‘®'B et n’est pas nulle en général, la fonction à intégrer n’étant pas 
holomorphe à l’intérieur du chemin fermé L. 

On peut encore former d’autres chemins susceptibles de donner des inté- 
grales de réquation (35). Supposons par exemple que la partie réelle de 
soit positive, et posons 

Z — « = 0^6*9', 2 — 6 = p 2 ^‘“‘* z~re*\ a? -h X = Re*’", 

a^==:a-f-/p, ao=:Y-4-/o {«>0). 
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On aura successivement 


et de même 


^2 rrz a) — pr< i?i)^ 

I (z — a)“' I = 

|(z-ar.-'| = pr'«-?^'- 


Il en résulte que, pour z==: a, V s’annule, et l’on voit de plus que la fonction 
à intégrer dans le second membre de l’équation (39) a, pour z infiniment 
voisin de a, un module qui est au plus de l’ordre de Pi~*(a — 1 > — 1). Par 
suite si la partie réelle de est aussi positive, on pourra prendre comme 
chemin L un segment de droite joignant les points a et 6 : V est nul aux deux 
limites, et l’intégrale (39) est en général finie et non nulle. 

Enfin, la partie réelle de étant toujours supposée positive, prenons comme 
chemin L une demi-droite indéfinie issue de a, et ne passant pas par h. On 
trouve sans difficulté, avec les notations précédentes, 

et I — a)®'“‘(z — 6)®*”* | = pj-'p^— j 


d’ailleurs, quand z s’éloigne indéfiniment sur L, ^ et - ■ prennent des valeurs 

Pi Pi 

de plus en plus voisines de 1, <p 2 et ô des valeurs de plus en plus voisines de cp^; 
par suite | V| est de l’ordre de 

et i — a)®‘Ti(z — 6)«>-« | de l’ordre de 

e- (?+ï)r.p«-Hï-2gUf.oos(..-+-). 

Si donc on a choisi L de telle sorte que 

cos(cpj-hü)) < 0, 

V s’annulera à l’infini, et l’intégrale qui figure dans le second membre de 
l’équation (39) restera finie. On aura donc ainsi, en général, une intégrale 
particulière de l’équation (35). 

Considérons, pour donner une application de la méthode de Laplace, 
l’équation 

xy” -h -h ~ 0, 

où (X est une constante quelconque : c’est \ équation de Bessel. 

On a ici, avec les notations précédentes, en prenant z^rrrO, 

P — z2-+-l, Q = 2tXZ, 

Z = (z^ y =z (z^ -h iy\ 

Les deux racines de P(z) sont -h i et — i; on a donc 

X = 0, = [X, a~i^ 6 = — /, 

et P est évidemment premier avec Q. 
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Supposons d’abord que (jl soit un entier négatif, (i. = — n; l’intégrale 

f j:" dz 

J (z* -4- 

prise le long d’une petite circonférence de centre i satisfait à l’équation de 
Bessel; on obtient ainsi une intégrale de la forme 

e*^[P„(aî)-f-zQn(iî?)], 

Pn et Q„ désignant deux polynômes, l’un de degré n, l’autre de degré n — 1, 
et il est clair que l’expression 

fournira une autre intégrale. L’intégrale générale de l’équation 

xif — ^ny'-^xy=:0, 

où n est un entier positif, est donc de la forme 

y = G^(Pn sinx -h Qn cosx) H- C 2 (P„ cosx — Qn sinx). 

Remarquons d’ailleurs que le cas où jjl est un entier positif se ramène sans 
peine au précédent. Le changement de variable 

y=:x‘-2«*Y 

conduit en effet de l’équation proposée à l’équation 

xY" — 2(f. — i)Y'4-xY = 0, 

et si [X est un entier positif, le demi-coefficient de Y' est un entier négatif 
(ou zéro). 

Le même changement de variable montre qu’on peut toujours supposer la 
partie réelle de [x positive, car l’un au moins dés nombres p. et — (p, — 1) a sa 
partie réelle positive. On pourra donc, dans le cas où p, n’est pas un entier, 
choisir pour chemin L : 
soit la suite de lacets (40); 
soit le segment rectiligne ( — /, 4- /); 

soit une demi-droite indéfinie, convenablement dirigée, ayant pour origine 
l’un des points — i, 4- i. 
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170 . Dans ce chapitre, consacré aux équations linéaires, nous nous borne- 
rons, pour simplifier l’exposé, aux équations du second ordre, cette limitation 
n’ayant d’ailleurs rien d’essentiel. 

Considérons l’équation diirérenticllc 

( 1 ) = 

La connaissance de deux intégrales particulières permet d’écrire immédia- 
tement l’intégrale générale. Cherchons à quelles conditions l'équation (1) 
admettra deux intégrales particulières 

//i = x^'lî^(x), ij, = 

telles que et soient holomorphes au voisinage de l’origine, et r, 
désignant des constantes quelconques. 

On peut admettre que IIi(O) et H^CO) ne sont pas nuis : si le développement 
de Hj(æ), par exemple, commençait par un terme en x'\ soit «qCc”, il suffirait 
de mçttre sous la forme 

35 ’'+" («„-!- . . .) 

et l’on aurait alors H^(0) = ao^0. En multipliant au besoin IJy 
facteur constant, nous prendrons 

H,(0)r:rH,(ü) = l. 

On aura alors pour et y.^ des développements de la forme 

i/l = " -f- . . . , 

^ y.2 = x^*-^ -4- -t- . . . . 

Si l’on avait r^ = r^, on remplacerait y^ par y^ — y.^, qui est aussi une inté- 
grale de l’équation (1). Nous supposerons donc r,; de plus nous choisi- 
rons et de telle sorte que la partie réelle de r^ — soit positive ou nulle. 
Le problème que nous nous proposons est donc de chercher à quelles cortdi- 

Lainé, Anal., II. 4? 
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lions l’équation (1) admet deux intégrales particulières, et représentées^ 
par les développements (2), où l’on a 

t\ 5 z£ Tg, partie réelle de (i\ — ^ 0, 

ces deux développements étant convergents au voisinage de l’origine. Ces 
conditions font l’objet d’un important théorème, connu sous le nom de théo- 
rème de Fucus, et dont nous ne donnerons qu’un cas particulier. 

Théorème. — Pour que réquation (1) admette deux solutions de la forme 
(2), il est nécessaire, mais non suffisant, que Vorigine soit, au plus, un pôle 
du premier ordre pour la fonction p^{x), et du second ordre pour la fonction 
p.,(x). 

Rappelons que si les fonctions p^ et p.^ étaient holomorphes au voisinage de 
l’origine, il en serait de meme de y^ et y^, et les exposants r, et r.^ seraient des 
entiers non négatils : ceci résulte immédiatement des théorèmes d’existence. 

Ce cas écarté, exprimons que y^ et y^ sont solutions de (1). On devra avoir 

— 1) ■+' -h xHV[ -f- (r,H^ H- xWfjp^x II = 0, 

— 1)11^ -f- "irpcW^ H- -h H- ccll ') ppc -h \\.^p.pc^ = 0. 

("os deux équations sont linéaires par rapport à ppc et En les résolvant, 
on obtiendra pour chacune de ces expressions une fraction dont les termes 
sont holomorphes au voisinage de l’origine; le dénominateur s’écrit 

{r,U, H- xli;) H, — (rfl, -h xU'^ H, ; 

à l'origine ce dénominateur se réduit à i\ — r\, quantité non nulle. Donc p^x 
et p.^x- sont holomorphes à l’origine, ce qui démontre le théorème. 


171 . Supposons que p^ et p,^ satisfassent à cette condition. 

Posons ^ -f- -h a,x -h , . . , 

P'2 “ jyi ^ Po 

Comme nous avons écarté le cas où />, et p^ sont holomorphes à l’origine, 
l’un au moins des cocfücients A, B, C est dilférent de zéro. 

Exprimons que l’équation (1) admet une solution de la forme 

(3) y =zx^ epe’^-^^ -f- -H . . . . 

Pour cela, nous n’avons qu’à substituer dans l’équation (1) le développe- 
ment (3) et ceux qu’on en déduit pour y' et y". En égalant à zéro les coeffi- 
cients des différentes puissances de x, on aura des équations permettant de 
calculer r et les coefficients indéterminés 

Après la substitution indiquée, le terme du premier membre dont l'expo- 
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sant aura la plus petite partie réelle sera un terme en son coefficient 

devant être nul, on en déduit 

(4) /•(/• — l)-4-Ar+B = 0, 

équation du second degré qui donne pour r deux valeurs i\ et a,. 

L’équation (4) porte le nom d'équation déterminante de l’équation différen- 
tielle relativement à l’origine. Désignons par F(r) son premier membre. 

On trouve facilement, pour le coefficient du terme en 

(r -f- 1) -h olqP -f- G. 

En égalant cette expression à zéro, on aura pourvu que F(r-i-l) soit 
different de zéro. En général, on aura pour le coefficient du terme en 

CmF(r -h ni) -f- combinaison linéaire de c.^, . . . 

En égalant ce coefficient à zéro, on en déduira pourvu que F(r -f- m) soit 
différent de zéro. 

On est ainsi amené à distinguer trois cas : 

1*'’ Cas. — La différence i\ — n’est pas un nombre entier. 

D’abord F(/\ -f- ni) n’est jamais nul, de sorte que le calcul des Ci n’est janjais 
arrêté. On trouve donc pour /y, un développement tel que (3) où rz=zr^. On 
obtiendra ensuite un second développement en prenant r=zj\,, et cette fois 
encore le calcul des Ci n’est jamais arreté, car, par hypothèse, F(/’o 4 -n 2 ) ne 
peut s’annuler pour aucune valeur de l’entier m. 

Nous admettrons sans démonstration — c’est le point délicat du théorèmo 
de Fucus — que ces développements et les développements analogues que 
nous obtiendrons ultérieurement sont convergents pour des valeurs suffisam- 
ment petites de |x|. C’est encore un résultat qui s’établit par la méthode des 
fonctions majorantes. 

2® Cas. — La différence r^ — est nulle. 

Ce fait est en contradiction avec notre hypothèse initiale i\Tÿézr.^. 11 ne peut 
donc exister deux intégrales distinctes de la forme (3). Il n’en existe qu’une, 
et les coefficients du développement se déduisent des coefficients de et p., 
par un calcul d’identification analogue à celui qui a été employé tout à l’heure. 
Nous allons montrer que, dans ce cas, l’intégrale générale renferme un termo 
logarithmique. 

En effet, soit 

-P- H- . . . 

Fintégrale particulière obtenue par la méthode des coefficients indéterminés, 
Par hypothèse p est racine double de l’équation (4) ; on a donc 

1— A = 2p, Brrrpa. 

Posons y = yf(. On a, pour déterminer Y, l’équation 
Y'{Ayi + %:) + ÿ.Y'' = 0, 
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d’où l’on tire Y'= 

yi 

Or on a, au voisinage de l’origine, 
et, à un facteur constant près, 

g -4_ 

On en déduit Y'=: i(l -f-X^x4- . . .) 

et enfin Y = Log.rH- À,x* 4- . . ., 

ce qui montre que l’intégrale générale renferme toujours un terme loga- 
rithmique. 

3« Cas. — La différence t \ — est un entier positif. 

Ici encore, F(/*^-h/n) ne s’annule jamais, quel que soit l’entier positif m. 
On obtiendra donc pour ij^ un développement tel que (3), qui donnera une 
intégrale particulière de l’équation (1). 

Posons — r^=p. Si l’on cherche à former un développement analogue 
pour ^2, on calculera sans difficulté les coefficients 6\, c,, ... cy.i. Pour le 
coefficient c^, on aura 

(5) CjjF {r.^-\~ p) = combinaison linéaire de Cj, c^, . . . 

Mais F (7-2 -}-/;) = F(rJ = 0. On ne pourra donc pas calculer Cj>, et, en 
général, il n’existera pas de solution de la forme a;'* H., (a;). 

Cependant, si les valeurs déjà obtenues pour c,, ... ^ annulent le 

second membre de l’équation (5), on voit que celte équation sera vérifiée quel 
que soit Cy, En laissant Cy indéterminé, on pourra donc continuer le calcul 
des Ci pour i >/?, et l’on aura un développement de la forme (3) contenant 
une constante arbitraire : on en déduira immédiatement Fintégrale générale 
de réquation (1). 

En résumé, dans tous les cas, la méthode de Fuchs fournit un moyen 
théorique d’obtenir au moins une intégrale de l’équation (1), pourvu que p^ 
et p.^ satisfassent aux conditions indiquées. On a alors l’intégrale générale par 
des quadratures. 

Si l’on veut que cette intégrale soit holomorphe au voisinage de l’origine, il 
faut : 

1° que l’équation (4) ait des racines entières, positives et distinctes; 

2® que le second membre de l’équation (5) soit nul identiquement. 

172. Application. — Choisir de toutes les manières possibles les 
constantes 1, et yf de façon que r équation différentielle 



(6) 
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ait son intégrale générale uniforme et finie à l'origine. 
L’équation (6) peut s’écrire 



Les coefficients de g et g satisfont donc aux conditions de Füghs. L’équa- 
tion déterminante s’écrit ici 

(7) r^-f-r(a — 1)~}-4 = 0. 

II faut tout d’abord écarter le cas où l’équation (7) aurait des racines égales, 
puisque dans ce cas l’intégrale générale contient un terme en Loger, et par 
suite n’est pas uniforme au voisinage de l’origine. 

Soient donc r' et r" les racines de l’équation déterminante. Si ces deux 
racines ne sont pas des entiers positifs, l’intégrale générale ne peut être uni- 
forme au voisinage de l’origine et finie en ce point. Les racines r' et /•" doivent 
donc être deux entiers positifs inégaux de produit égal à 4; on aura par 
suite 

r' = 4, 

d’où U. = — 4. 

L’équation (0) doit alors admettre une intégrale de la forme 

g=ix{i -4- CjX -t- -4- » . . . . .), 

d’où g' — 1 -h -h ... -F- H- . . . , 

g" — -f- 6c.^æ H- ... -h n (n — 1) -f- . . . . 

Substituant ces valeurs dans l’équation (G), où l’on a fait = — 4, et iden- 
tifiant à zéro le développement ainsi obtenu, on aura d’abord 

puis, d’une façon générale, 

(8) — 5n -4- 4)c„_i -h X(n — l)c„„ 2 -4- vc „_3 = 0. 

Comme on connaît déjà et c.,, cette équation fera connaître les autres 
coefficients c\, à Vexceplion de Cj, puisque n~\ est racine du trinôme 
— 5n -h 4. On devra donc avoir 

3X C.2 ■4" V Cj — ^ 0, 

ou X(3X“ -4- 4v) 1=0. 

Si cette condition est satisfaite, on laissera Cj arbitraire, et l’équation (8) fera 

connaître successivement c^, c^. L’intégrale générale de l’équation (6) sera 

alors uniforme et finie à l’origine. 

En résumé, on devra prendre 

ou bien X = 0, g = — 4, 

ou bien X quelconque, = — 4, 


V quelconque; 
3X’ 
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173. Considérons, pour donner une autre application, V équation de Galss 

x{i— x)y" -f- [y — (a 4- P — o^liy = 0» 

où a, p, Y constantes quelconques. L’équation déterminante admet 

les deux racines 

r^ = o, ^2=1 — y; 

nous aurons donc deux hypothèses à examiner suivant que y est ou non égal 
à un nombre entier (zéro compris). 

l*’® hypothèse : y ne^t ni nul, ni égal à un entier. 

Pans ce cas, l’équatloii de Gauss admet d’abord une intégrale de la forme 


^ = 1 -I- a^x 4- 4- ... H- 4- * . . > 

eômâpondaM à la racine r, = 0, et l’on a, pour déterminer les coefficients fli, 
la Relation récurrente 


n(Y-h n — l)n„ = (a“f 
d'où Ton tire 

a(a-4- 1). . .(a-f- n 


Un — 

La série entière 


l)(p4-n-l)a„_„ («0 = 1), 

l)p(p4-_l)...(p'4-n — 1)^ 


1 . .(n — l)nY(ï "1“ • *(t 


qui est convergente dans le cercle de centre O et de rayon «;i, est appelée 
série hijpergéomélrique, et sa somme dans ce cercle est représentée ]wr la 
notation 

F(ot, P, r; X). 


On voit qu’elle n’a de sens que si y n’est pas un nombre entier négatif ou 
nul; de plus si l’un des coeflicients a ou p est égal à un entier négatif elle se 
réduit à un polynôme. 

On a donc, comme intégrale particulière de l’équation de Gauss, l’intégrale 
/yi = F(a, P, y; x) 

qui est holomorphe au voisinage de l’origine. 

Nous savons d’autre part qu’il existe une seconde intégrale de la forme 

^2 — dl2(‘r)? 


désignant une fonction holomorphe au voisinage de l'ongino. Pour 
déterminer II., faisons dans l’équation proposée le changement de variable 
‘z; on aura encore une équation de Gauss 
cc( 1 — cr) z" rP [2 — Y — (a 4- P -P 3 — ^y) æ] z' — (a 4- 1 — y) (p -P 1 — y)z = 0, 
qui se déduit de la première par le changement de a, p, y en a4-i— -y, 

Y et 2 — y; corïHiie 2 — y ne peut être ni nul, ni égal a un nombre 

entier, l’équation en z admet l’intégrale 

r==:F(oc4-l--^y, p-hl— y, 2 — y; æ), 
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qui est J^oilosnorphe (au voisinage de rorigiaie; on en tire 

IJ,, = æ‘~-F(a -hl — Y, p-f-l — Y’ - — Yî ^)* 

Il en résulte que, dans le cercle de centre O et de rayon mi, rintégt^ale 
générale de l’équation proposée est donnée par la formule 

y ^ (a, P, Y ; ^ 2 ?) -+- (a -h 1 — Y^ P ^ — Y» ^ — y î 

2* hypothèse : y à un entier. 

Nous distinguerons alors trois cas : 

l®*' Cas : y est un entier supérieur à 1. Alors à la racine /\ — 0 de réquation 
déterminante correspond encore une intégrale holomorphe au voisinage de 
l’origine, savoir la série hypergéométrique F(a, p, yî ^); mais 2 — v étant un 
entier négatif ou zéro, la série hypergéométrique F (a-+ 1 — y^ p-f-1 — Y’ - — Y5 ^‘) 
n’a plus de sens. 

Cherchons à quelle condition l’équation de Gauss admettra dans ce cas une 
seconde intégrale particulière de la forme 

(1 -f- c^x -h . . . -i- -h . . . ). 

En remplaçant dans l’équation proposée // par le développement ci-dessus, 
on a, pour déterminer les coefficients c,, la relation récurrente 

n (n -h 1 — y) = [(n — y) ('i — y -F « P) «P] (^o = 1) , 

qui permet de déterminer c„ sauf pour n — y — 1. Pour cette valeur, le coeffi- 
cient de Cn.-i doit aussi s’annuler, ce qui donne 

(i~-oc)(l-p) = 0. 

Il n’existe donc une seconde intégrale de la forme indiquée que si l’un des 
coefficients a ou p est égal à 1 ; on vérifiera sans difficulté que cette seconde 
intégrale peut être prise égale à cc'~TP(æ), P(æ) étant un polynôme de 
degré y — 2. 

2^ Cas : y est égal à un nombre entier négatif ou à zéro. Alors la série 
hypergéométrique F (a, p, y\ x) n’a plus de sens; mais 2 — y étant un entier 
supérieure 1, l’équation en z admet l’intégrale F(a-+-1 — y? P~+-1 — Y? ^ — Yi 
de sorte que l’équation proposée admet l’intégrale 

ij — aé ■ F (a -f- 1 — y, p -4- 1 — y^ 2 — y; x). 

Si l’un des nombres a -}- 1 — y p -f- 1 — y C c’est-à-dire si run 

des nombres a ou p est égal à y, l’équation en z admet en outre une intégrale 
particulière de la forme a;-“‘P(a’), P étant un polynôme do degré — y, et par 
conséquent l’équation en y admet pour intégrale particulière un polynôme de 
degré — y. 

3® Cas : y = 1. Dans ce cas l’équaiion aeierniinante a une racine double; les 
deux séries hypergéométriques F(a,p,Y;a'') et F(a-f-l — y, p-f~l — y,"^ — y\ x) 

js^lQ f 
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sont identiques. L’équation proposée admet l’intégrale particulière F(a, p, 1 ; x), 
et l’on sait que l’intégrale générale contient toujours un terme logarithmique. 

Remarque. — A Vextérieur du cercle de centre O et de rayon wn, les séries 
hypergéométriques considérées chdessus n’ont plus de sens. Pour étudier 
dans ce domaine les intégrales de l’équation de Gauss, on fait le changement 

1 

de variable indépendante ir = y , et on obtient une nouvelle équation de Gauss, 

dont on aura à étudier les intégrales à Y intérieur du cercle de centre O et de 
rayon un. 

De même le changement de variable x — i — t permet d’étudier les inté- 
grales au voisinage du point x — 1. 



EXERCICES SUR LE LIVRE III 


1. On donne deux axes de coordonnées rectangulaires Oa?, Oy. Soient T et N les points 
de rencontre de l’axe Ox avec la tangente et la normale en un point M à une courbe (C) 
située dans le plan des deux axes. On demande de déterminer la courbe (0) de façon que 
le rayon de courbure en chaque point M de cette courbe soit égal à la longueur TN. 

Démontrer qu’il existe deux courbes de cette espèce passant par un point donné du plan 
xOy et tangentes eu ce point à une droite donnée. Indiquer la forme de ces deux courbes. 

{Paris, épreuve écrite, l*'* question.) 


2. Soit \J.ix,y) un facteur intégrant pour l’équation dilTérentielle du 1*'' ordre 
(1) dy — fix, y)dx = 0. 


Démontrer que la fonction v{x, y) 




satisfait à l’équation aux dérivées partielles 


( 2 ) 


?v 


et qu’in versement, de toute intégrale de l’équation (2) on peut déduire un facteur intégrant 
pour l’équation (1). Trouver la forme que doit avoir la fonction f{x,y) pour que l’équation 
(2) admette une intégrale particulière v~X ne dépendant que de la variable x. En déduire 
l’intégrale générale de l’équation correspondante (1). 

(Paris, épreuve écrite, 2'^ question.) 


d^y 

3. Étant donnée l’équation dilTérentielle =/(^) ^ constante, /(ac) une 

fonction continue dans l’intervalle de 0 à tt, déterminer une intégrale Y (x), continue ainsi 
que Y'(x) dans cet intervalle, sachant que l’on a Y (0) = 0 et que la dérivée Y'(x) est nulle 
pour X = 71. Discuter. 

11 existe en général une seule intégrale Y(x) répondant à la question, qui est représentée 
par la formule 

yi(x, a) et y.^ix, a) étant deux intégrales particulières de l’équation sans second membre 
y/_4_X2ys=0. Pourrait-on a priori déterminer ces deux intégrales et y^. 

(Paris, épreuve écrite, 2* question.) 


4. 1° Étant donnée l’équation dilTérentielle 
(1) x^y'“ — dx'>^yy' -i- 2x^y^ -h y'*' = 0, 

la substitution y = uz, a ei z étant deux fonctions de x, la transforme en une équation de 
môme forme en z. Déterminer u de façon à faire disparaître le terme en z^. 

2® Intégrer l’équation en z ainsi obtenue ^on pourra prendre \ pour inconnue^. 
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3® Trouver l’enveloppe des solutions de Téquation (1); voir s’il y a une intégrale singu- 
lière. 

4® Distinguer les points du plan par lesquels passent des intégrales réelles. 

(Besançon, épreuve écrite, U* question.) 


5. On donne l’équation dillérentielle de Riccati 

-«)r + 

a étant une fonction donnée de x. 

1" Démontrer qu’elle admet deux solutions y^, y.,, dont le produit est l. Les déterminer. 
2® Ramener à une quadrature Tintégration de l’équation. 

33^2 1 

3° Intégrer complètement dans le cas où _ I ^ 

(Alger, épreuve pratique.) 


6. Soit y = ^(x, G) l’intégrale générale de l’équation de Riccati 


iy 

dx 


- 4 - -h ay -h 6 = 0, 


où a et è sont des fonctions de x. Uémontrer qu’on a, quel que soit C, 

J'^(x,G)dx = — log^^^ — i l*adx. 

Application . — Soient y^, y. 2 , ya trois intégrales particulières de l’équation de Riccati. En 
déduire une formule donnant Tiatégrale générale de l’équation 


d^z dz , , 


(Paris, épreuve écrite, 2* question.) 


7 . Intégrer l’étiuation différentielle 

(x -+- 2x2 -t- y-)dy -f- y(l — x)dx = 0, 

sachant qu’elle admet un facteur intégrant de la forme P**, où a est une constante et P un 
polyuorne en x et y qui est du 1'" degré en x. Trouver tous les facteurs intégrants de cette 
équation. 

(Paris, épreuve pratique.) 

8. 1. Déterminer les constantes a, 6, c de façon que l’équation différentielle 

(E) yi{j^y + 2xyŸ^ + af + 2bx + c = 0 

admette une intégrale singulière, et effectuer l’intégration. 

II. Pour des valeurs quelconques des constantes a, b, c, il passe en général deux courbes 
intégrales de l’équation (E), non tangentes l’une à l’autre, par un point quelconque du 
plan. 11 y a exception pour tous les points d’une courbe (T), indiquer la forme des courbes 
intégrales passant par un point M de F dans le voisinage de ce point, lorsque cette courbe 
r n’est pas une intégrale singulière. 

N. B. — Si le temps le permet, on pourra vérifier les résultats en intégrant l’équation (E). 

(Paris, épreuve écrite, 2" question.) 

9. Soient y = yj(x), z — z^(x) un système particulier d’intégrales des équations (E) 

(E) = V + ^-^ = cr+D., 

OÙ A, R, C, D sont des fonctions de la variable x. Démontrer que les équations (E) admet- 
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lent un autre système d’intégrales distinctes des premières, représentées par les formule» 


f{x) 

dx, 

f{x) 'Wa?)1 . 

^2 = V '+' 2 - 

/I «/Xo L _ 


les fonctions /(.r?), cp(aî), ne dépendant que des coefficients A, B, C, D. 

^ {Paris, épreuve écrite, 2* question.) 

10. Ét»nt donnée l’équation différentielle 

(E ) X (y" — y') — ay = 0, 

où a est constant, on demande comment il faut choisir le chemin d’intégration L pour que 
la fonction y{x) représentée par l’intégrale définie 


y(x)= f 

J(L) 


soit une intégrale particulière de (E). Démontrer que l’équation (E) admet une intégrale 
paKicûlière qui s’exprime sans aucun signe de quadrature lorsque a est un nombre entier. 
En déduire l’intégrale générale, et l’exprimer au moyen du plus petit nombre de transcen- 
dantes possible. 

(Paris, épreuve pratique.) 


11. On considère l’équation différentielle 


-x*/(x)y = 0, 


où / est une fonction holomorphe dans le domaine de l’origine. Sachant que cette équation 
admet une intégrale particulière holomorphe dans ce domaine 

y^ = 1 CjX H- 02^^ -+- . . . -f- -f- . , . , 

on déduire que l’intégrale générale est uniforme dans ce domaine. 

Peut-on étendre cette propriété à toute équation de la forme 




n désignant un entier positif. 


(Paris, épreuve écrite, T* question.) 


12. Intégrer l’équation différentielle 


Démontrer qu’on peut, d’une infinité de manières, remplacer ç par un polynoinc, de telle 
sorte que cette intégrale soit une fonction algébrique. Équation générale de ces polynômes. 

(Paris, épreuve écrite, l"" question.) 

13. Intégrer l’équation différentielle linéaire 

x2y>' _{_ ^xy' -f- 2y = Log(l -h x). 

Démontrer que cette équation admet une intégrale particulière holomorphe dans le 
domaine àê l’origine, et donner l’expression de cette intégrale. 

(Paris, épreuve écrite, D* question.) 

14. Intégrer l’équation différentielle linéaire du second ordre 

(P V dy 

X (X -i~ -h (x H- 2)^^ — y = e^(ax- -t- bx -f- c), 


sachant que l’équation sans second membre admet une intégrale particulière de la forme 
n étant constant. 

Trouver les conditions auxquelles doivent satisfaire les conslantes a, h, c pour que l’inté- 
grale générale soit une fonction uniforme de x, et exprimer dans ce cas celle intégrale sans 
aucun signe de quadrature. 

(Paris, épreuve écrite, D* question.) 
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15. r Intégrer l’équation différenlielle 

(I) sinZ^^ -f- 3/ cos/ = 3; 

déterminer la solution de celte équation qui prend la valeur ^ pour / = 

2“ Dans l’équation différentielle (1), faire le changement de variable défini par la relation 

aT = sin^^, 

et montrer que l’équation transformée [équation (II)] admet une solution de la forme 
y = 1 4- OL^X 4- OL.iX^ 4- ... 4- 

les coefficients a^, • • • , an étant des constantes. Déterminer ces coefficients et le rayon 

de convergence de la série. 

Vérifier que si l’on dilTérentie l’équation (II), on obtient une équation du second ordre 
(III) 2x(l -®)g + (5-IO®)g-6y = 0. 

3" Dans l’équation (III) faire successivement le changement de fonction inconnue et le 
changement de variable définis par les relations 

y — x x—\ — x^. 

Montrer que l’équation différentielle ainsi obtenue admet une solution de la forme z = x^^ 
n étant un exposant constant convenablement déterminé. 

(fienneSy épreuve théorique, D* question.) 


16. I. X étant la variable indépendante et y la fonction inconnue, on considère l’équation 

(1) y" P(x)y' 4- Q(rc)y = 0, 
et l’on demande : 

A) quelle relation doit exister entre P et Q pour que l’équation (1) admette deux intégrales 
linéairement distinctes dont Tune est la dérivée de l’autre, et d’intégrer dans ce cas l’équa- 
tion ; 

B) d’exprimer dans la môme hypothèse, à l’aide d’une môme fonction arbitraire, les couples 
de fonctions P et Q satisfaisant à la relation demandée ci-dessus; 

C) si l’équation (1) peut admettre, dans les conditions (X), deux couples d’intégrales y^ et 
y[, y-i et y^, tels que yi et y^ soient linéairement distinctes. 

II. Étant donnéo l’équation 

(2) (1 4- X-) (1 — x2)'^y" — 4a;(l — x'^)y' 4- (1 — dx'^)y = (1 - x'^) ^(1 — x‘^)'^e’\, 

vérifier que l’équation sans second membre possède la propriété énoncée au paragraphe (A) 
et intégrer complètement l’équation (2). 

(Nancy, épreuve théorique.) 


17 . D Soit l’équation différentielle 

xy' — y = 


y2 

ax~ 4- 6 J’ 4 - c ’ 


où rt, 6, c désignent des constantes réelles. 

Montrer qu’elle adnjet des intégrales particulières indépendantes de a, 6, c. 

2° Écrire l’intégrale générale en distinguant les trois cas suivants : 

62_4ac>0, 62_4ac = 0, 62 — 4ac < 0. 

4 

3" Pour que l’intégrale générale soit rationnelle, il faut et il suffit que soit le 

carré d’un entier. 

4° L’intégrale peut-elle être uniforme dans tout le plan de la variable complexe sans se 
réduire à une fraction rationnelle? Trouver, dans ce cas, les points singuliers d’une inté- 
grale. Préciser leur nature en remontant aux définitions. Prouver qu’ils sont sur une môme 
circonférence. 


(Poitiers, épreuve théorique.) 
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18. Soient Ox et Oy deux axes de coordonnées rectangulaires, M un point d'une courbe 
plane G du plan xOy, MP la distance du point M à J’axe Oy, OT la distance de l’origine à 
la tangente en M à la courbe G. On demande de déterminer les courbes G telles que le 
OT 

rapport soit égal à une constante donnée k, et d’exprimer les coordonnées d’un point M 
de l’une de ces courbes au moyen de l’angle « que fait la tangente en M à la courbe G avec 
l’axe des x. Gonstruire les courbes G correspondant à &= 1 et /c = 

{Paris, épreuve écrite, U® question.) 


19. On demande l’intégrale générale de l’équation 

x-f' -4- ixy' -I- 2y = cos a;. 

Montrer qu’il existe une seule intégrale continue pour x = 0, et donner son expression 
sans aucun signe de quadrature. 

(Paris, épreuve écrite, 2® question.) 


20. On considère l’équation diiïérentielle 

(1) x-y' H- xy' ~ ax^y = 0, 

où a est une constante donnée : 

L’ Trouver une solution do (l) qui reste finie pour æ = 0. Gette solution apparaîtra comme 
le produit d’une fonction élémentaire par une série entière dont on étudiera la convergence. 
Cette solution est-elle entièrement déterminée? 

2" Gomment peut-on en déduire l’intégrale générale de l’équation (1) sous forme d’un 
développement en série? Calculer les trois premiers termes de ce développement. 

3‘’ Cas particulier où a = 0. 

(Grenoble, épreuve pratique.) 

21. 1" Intégrer l’équation diJTérentielle 

2a;ydy -r- (x^ — y'^ -h \)dx = 0. 

2" Expression générale de ses facteurs intégrants. 

3" Trajectoires orthogonales des courbes intégrales. 

4° Montrer que le réseau formé par les courbes intégrales et leurs trajectoires orthogo- 
nales est un réseau de courbes isothermes. 

(Lyon, épreuve théorique.) 


22. Intégrer l’équation ditférentielle 
mu — 


du 

^dz 


2zm 
■ 1 — 


= 0 , 


où m est un nombre entier positif donné, z la variable indépendante et u la fonction. 

Le point z décrivant dans le plan des z l’un quelconque des cercles qui passent au point 
^=r + i, à l’exclusion de ceux qui passeraient par les points singuliers, calculer les valeurs 
au point z — -h i de la fonction u de ^ qui correspond à la valeur zéro de la constante arbi- 
traire dans l’intégrale générale et leurs variations ({uand le point z rpvient au môme point 
z = -h i. 

Distinguer, suivant ces variations, divers groupes de cercles. 

(Marseille, épreuve pratique.) 


23. Démontrer que toute équation différentielle de la forme 

(y-rr)/'-+-F(y') = 0 
admet une intégrale première de la forme 

(y — ^)/(y') = G, 

G désignant une constante arbitraire, /(y') une fonction de y' seul. En déduire l’intégrale 
générale de l’équation différentielle 

(y — a;)y’' (1 -4- y') (1 ■+- y'^) = 0. 

(Paris, épreuve théorique, U* question.) 
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24 . Étant donnée une équation différentielle du second ordre 

( 1 ) y"-haix,y)y'-hb(x,y)=0, 

on demande d'indiquer une méthode permettant de reconnaître si cette équflition admet une* 
intégrale intermédiaire de la forme 

f{x, y)y' y) = C, 

et de déterminer les fonctions / et ç. 

Examiner en particulier le cas où 6 = 0, et montrer que l’équation (1) s’intégre par des 
quadratures. 

{Paris, épreuve ihéorique, 2* question.) 

25 . Démontrer que l’intégration de l’équatLon différentielle 

2y — 2xy' x^y" H- xfiy") 1 = 0 
se ramène à des quadratures, quelle que soit la fonction /. 

Même (juestioa pour l’équation 

y = xy' -h + 9 (/'). 

où / et 9 sont des fonctions arbitraires. Généralisation. 

26 . Intégrer, par la méthode de Fucus, l’équation de Besskl 

xf -h 2(x/ -4- ary = 0. 

27 . A) Démontrer que l’équation différentielle 

y = X9(y')-h 

n’admet une intégrale singulière que dans l’un dos cas suivants : 

а) q3(y') = y'; 

б) il e.xiste un nombre a tel que 

9 (a) — a = 0, 9 '(a) = 0, <|'(a) = 0. 

B) Intégrer l’équation différentielle 

yy' — y' -h 1) -h y'^ — 2y'‘^\ 

nlegrale singulière; lieu dos points de rebroussement des courbes intégrales. 

{tiennes, épreuve théorique, 2” qacstion.)'> 
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GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE 


CHAPITRE PREMIER 

PRINCIPES DU CALCUL VECTORIEL 

174. Nous emploierons dans ce Livre les métliodes du Calcul vectoriel^ 
qui introduisent, dans V exposé des théories géométriques, dos simplifications 
incontestables. Nous éviterons soigneusement toutefois d'établir une cloison 
étanche entre la méthode vectorielle et celle des axes de coordonnées, et nous 
aurons soin, en particulier, de traduire tous les résultats essentiels en formules 
cartésiennes. Du calcul vectoriel, nous n'utiliserons d'ailleurs que les notions 
indispensables à notre objet, qui est d'établir les propriétés fondamentales des 
lignes et des surfaces; ces notions, extrêmement simples, sont à la base de 
l'enseignement élémentaire de la mécanique, et, comme telles, relèvent déjà 
du programme de mathématiques générales : aussi suffira-t-il, pour la plu- 
part d’entre elles, de les rappeler rapidement. 

1715. On nomme vecteur une portion de droite orientée. Pour caractériser 
un vecteur il faut donc se donner son origine, sa direction, son sens, et le 
nombre qui mesure sa longueur par rapport à une unité arbitrairement choisie. 
Deux vecteurs identiques, à l’origine près, sont dits équipollents. 

Nous nous conformerons aux notations des Leçons de Géométrie vectorielle, 
de M. Bouligand (^). Un vecteur d’origine A et d’extrémité B sera désigné par 
la notation AB; nous représenterons quelquefois un vecteur par une seule 
lettre, u, et dans ce cas nous désignerons par ii sa longueur. 

A la grandeur vectorielle s’oppose la grandeur scalaire, qui est indépen- 
dante de toute orientation dans l’espace, et a seulement une valeur numérique. 
Une vitesse est une grandeur vectorielle, tandis qu'une température ou ua 
travail sont des grandeurs scalaires. 

(^) Cf. aussi Initiation aux Méthodes vectorielles, par MM. Bouligand et Rabaté. 



64 


GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE 


Dans ce qui suit nous supposerons toujours que l’espace est orienté, et que 
les axes de coordonnées forment un trièdre trirectangle Oxyz de sens direct. 

Un vecteur est alors déterminé par les coordonnées de son origine Zq) 

et de son extrémité (x^, y^, z^). Les quantités 

X — X, — æo, Y = — Z — z, — z^ 

sont les composantes du vecteur. S’il s’agit d’un vecteur libre^ c’est-à-dire 
d’un vecteur défini seulement en grandeur géométrique et auquel on peut 
attribuer une origine quelconque, les composantes (X, Y, Z) le déterminent 
complètement : en particulier, un vecteur est dit nul quand ses composantes 
sont nulles. Il est clair que deux vecteurs équipollents ont memes compo- 
santes, et réciproquement. 

Toute égalité vectorielle est équivalente à trois égalités relatives aux coor- 
données cartésiennes : on pressent, à l’aide de cette remarque, les simplifi- 
cations qui doivent résulter de remploi systématique du calcul vectoriel. 

A moins d’indication contraire, nous ne considérerons désormais que des 
vecteurs libres. 

17G. Soient deux vecteurs, et (X^ Y^, Z J et (X^, Y.^, Zg) leurs compo- 
santes, (a^, Yi) et (a.^, Y 2 ) leurs cosinus directeurs. On aura 

Xi — oLiUi, Yi = {iiiiu Zi — ^iUi, — 

Les conditions de parallélisme et d’orthogonalité, savoir 
peuvent donc s’écrire 

= | et XVX,-+-Y.Y,-+-Z.Z,^0. 

Les opérations fondamentales que l’on peut efîectuer sur ces vecteurs sont : 

1" Uaddilion géométrique : on appelle somme géométrique des deux vec- 
teurs Uj et U.,, et l’on représente par la notation un nouveau vecteur 

de composantes 

X\ + X„ Y,-t-Y„ Z,-i-Z,. 

Plus généralement, si et sont des scalaires quelconques, le symbole 
Xj Ui H- X 2 II 2 représente, par définition, un vecteur de composantes 

XjYj-i-X^Y.j, XjZj -f-X2Z2(^). 

Il est clair que ces définitions s’étendent telles quelles au cas d’un nombre 
quelconque de vecteurs. 

Rappelons que, dans le cas de deux ou trois vecteurs, la somme géomé- 
trique a une interprétation bien connue (règle du parallélogramme et du 
parallélépipède). 

( 1 ) On dit que le vecteur X^Uj -hX2U2 est une combinaison linéaire des vecteurs et u.^. 
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2® La miiltiplicaiion scalaires on appelle produit scalaire des vecteurs u, 
et Ug» et on représente par la notation Uj.Uj,, une quantité scalaire égale à 

«jWj cos(i24, U2); 

on a d'ailleurs 

cos(Uj, -f- -f- Y^Y2 = ^ ' 

ce qui montre que le produit scalaire a pour valeur 

X,X,h-Y,Y2-i-Z,Z,. 

Ce produit ne peut être nul que si Tun des vecteurs est nul ou orthogonal à 
l’autre. 

Remarquons en outre que Ton a, en désignant par u un vecteur quelconque, 
u.u — = ou U — 

3° La multiplication vectorielle. Soit v un vecteur unitaire (c’est-à-dire de 
longueur un) perpendiculaire au plan des vecteurs 12, et 6 l’angle, compris 
entre — u et -|-7r, de ces deux vecteurs, compté positivement de vers u., 
dans le sens direct autour de v. On appelle produit vectoriel du vecteur 
par le vecteur 12.^, et on représente par la notation 

Ui A U,yy 

un vecteur égal à 

Si le trièdre (u^, direct, 0 est positif (fig> 3 a), et le vecteur A t2.> 

ayan^même sens que r, le trièdre (Up u,, u^ A «*) est aussi direct. Si le triedre 

V V 


Us 


Fig. 3 a. Fig. 3 6. 

(Up U2, v) est rétrograde, 0 est négatif {fîg. 3 6), 12, A et v sont de sens 
opposés, et par suite le trièdre (12,, Ug» A 122) est encore direct. Il en résulte 
que le produit vectoriel 12^ A ^2 a un sens indépendant du sens de v. 

Supposons alors que v ait été choisi de telle sorte que le trièdre (iZp u^, V) 
soit direct. Soient (X, Y, Z) les composantes de A U2Î allons chercher 
à exprimer ces composantes au moyen de celles des vecteurs Ut et u.^. 

Lainé, Anal., II. 5 
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Le vecteur A perpendiculaire à et u.^, on aura d’abord 

XXj 4- YY, 4- ZZ, = 0, XX, -h YY, 4- ZZ, = 0, 
d’où, en désignant par p un coefficient indéterminé, 

X = p(Y,Z, - Z, Y,), Y = p(Z,X, - X,Z,), Z = p(X,Y, - Y,X,). 

On a alors d’une part 

X^ 4- Y^ 4- Z^ — uiul sin’ 0 ; 
d’autre part, d’apres l’identité de Lagrange, 

X-^ 4- Y-^ 4- Z^ = p-^ [{XI -4- Y? 4- Z?) (X| 4- Y| 4- Zl) - (X,X, 4- Y, Y, 4- Z.Z,)'^] 
— p“(n‘{w^ — u^^ul cos‘^0) p“«Jnf sin‘-^0, 

et par suite 

P m 4- 1. 


Pour lever l’ambiguïté sur le signe de p, il nous suffit évidemment de 
considérer les produits vectoriels qui ne sont pas nuis. Dans ce cas, imprimons 


aux axes un mouvement continu 
Y,Z, -Z^Y„ Z.X,-X^Z,, X,Y,- 



les quantités X, Y, Z d’une part, et 
'^X, d’autre part, varient d’une façon 
continue, et ne peuvent s’annuler simul- 
tanément, puisque le produit vectoriel 
n’est pas nul ; il en résulte que p ne peut 
passer de la valeur — 1 à la valeur 4- 1 
et reste nécessairement invariable. Les 
axes étant ainsi amenés dans une posi- 
tion telle que le vecteur v soit dirigé 
suivant le demi-axe Oz et u^ suivant 
le demi-axe Ox* {fig. 4), on aura 

X.nzn,, Y,==rü, Z, r=ü; 

X, — II., cos 0 , Y, = II., s i n 0 , Z, = 0 ; 

X — 0, Y=:0, Z = fqu, sinô, 

c’est-à-dire 

Z-:X,Y,-Y,X, 


et par suite 

p = 4-l. 

Ainsi p est constamment égal à 4-1. Le produit vectoriel A u, a donc 
pour composantes 

X = Y,Z,-Z,Y„ Y = Z.X,-X,Z,, Z = X,Y,-Y.X,. 


177 . On vérifie aisément, en partant des formules et définitions ci-dessus, 
les propriétés de commutativité et de distributivité exprimées par les rela- 
tions suivantes : 

Uj -h u,==: U,4- Ui, U^.U,= U.,,U^, 

udw,H-«2) = U a (Wi-+- = U a Wi-PU a U,. 
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La dernière, par exemple, résulte des identités 

Y(Z, -4- Z,) - Z (Y, -b Y,) = (YZ, - Z Y,) -b ( YZ, ^ ZY,), 

Z(X, -b X,) - X(Z, + Z,) rr: (ZX, - XZ,) -f- (ZX., - XZ.>), 

X(Y, -b Y,) - Y(X, -b X,) = (XY, - YXJ -f- (XY, - YX,). 

Considérons un axe quelconque, et sur cet axe un vecteur u de longueur un, dirigé 
dans le sens positif. Soit v un vecteur quelconque : le produit scalaire u.v est égal, 
en grandeur et signe, à la projection de v sur Taxe. La formule 

U . (Ui -b = U . Ui 4- U . lia 

exprime alors que la somme algébrique des projections de deux vecteurs sur un axfe 
orienté est égale k la projection de leur somme géométrique sur Lave {théorème de^ 
projections). 

Soient d’autre part u et v deux vecteurs ayant même origine, et A rextrémitc di>ï 
vecteur u. Ce qu’on appelle, en Mécanique, momiuit linéaire du vecteur v par rapport 
au point A, n’est autre que le produit vectoriel u /\ v. La formule 

u A («1 + U 2 )==-- u A «1 + U A Ui, 

OÙ l’on suppose que les trois vecteurs a, li^ et u., ont môme origine, exprime que la 
somme géométrique des moments linéaires do deux vecteurs est égale au moment de 
leur somme géométrique : c’est le théorème de Vahignon. 

Il est évident que la multiplication vectorielle n’est pas commutative, 
puisque l’on a u^ A u> = — u, A «i- 

Le produit vectoriel A ne peut être nul que si rua des vecteurs est nul 
ou parallèle à Fautre. Dans les deux cas, on peut trouver deux scalaires, et 
A.,, dont Fun au moins n est pas nul, tels que Fon ait 

car cette relation veclorielle est équivalente aux équations 

X| Xj -b X. 2 X 2 0, Àj Yj^ — b .J O, Xj Zj -b X^Z^ 0 J 

si Uj=0, on prendra Xj — 1 et X^^rO; si les deux vccleurs sont düTérents de 
zéro et parallèles, les trois équations ci-dessus se réduisent à une seule, 

X^ -b X^ w, = 0, 
ou 

X, 

suivant que les vecteurs et u.,soni de meme sens ou non : il suffira donc de 
prendre X^ = u.,, X^ = =F tq. 

Deux vecteurs u, et u, satisfaisant à une relation telle que 

Xj U^ -f- X^ U.j, 0 

sont dits colinéaires', in versement, si Fon a une telle relation, soit par exemple 
Xj 0, on aura 

(Xj^j-bX^u.) A «2 = 0, 
ou 


ou enfin 


X,Ui A «i-bX^u, A «2 = 0, 
u, A «2 = 0. 
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Ainsi, pour que deux vecteurs soient colinéaires, il faut et il suffit que leur 
produit vectoriel soit nul. 

Considérons maintenant trois vecteurs u^, u.^ et U3, de composantes 
(Xj, Y^, ZJ, (Xçj, Y2, Z2) et (X3, Y3, Z3). Nous désignerons le déterminant 

X, Y, Z, 

X2 Y2 Z, 

X3 Y3 Z3 

par la notation (Uj, IZ3). Des propriétés élémentaires des déterminants, on 
déduit immédiatement les relations 

(Al Ut, = U,, U3), 

(Ui, U2, U3-hAiUi-f-X2U,) = (Ui, Uo, U3), 

(Ui, U 2 , U3) ~ — (u,, U3, U2), etc., 

les X, étant des scalaires. Ceci posé on dit que les trois vecteurs sont copia- 
naires si l’on peut trouver trois scalaires, X,, X^, X3, non tous nuis, tels que l’on 
ait 

Xi Uj — H X2 Uo A3 U3 0. 

Cette relation vectorielle est équivalente aux équations 

XjX, X2X2 -f- ^3X3 =: 0, 

XiYj H- X2Y2 -f- À3Y3 = 0, 

Xj Zj —h X2Z2 X3Z3 =: 0 ; 

pour que ce système soit satisfait par des valeurs non toutes nulles de X^, X2 et 
X3, il faut et il suflit que Ton ait 

(Ui, U2, U3) = 0; 

telle est la condition nécessaire et suffisante pour que les trois vecteurs u^, U2, 
U3 soient coplanaires : l’un de ces vecteurs est alors une combinaison linéaire 
des deux autres. 

Remarquons que la relation 

où l’on suppose que les vecteurs et u.^ sont des vecteurs unitaires, exprime 
que la projection de U3, parallèlement à sur l’axe orienté positivement 
dans le sens de u^ a pour valeur algébrique X, ; de meme \ est la valeur algé- 
brique de sa projection, parallèlement à Up sur l’axe orienté positivement 
dans le sens de 

Indiquons enfin les trois relations suivantes, qui s’établissent immédiate- 
ment par le passage aux composantes : 

A U,) = (U„Us, Uj), 

(u, A Uî) A u, = (iii.U5)Uj — (Uj.U3)u„ 

(u.v)(u,.r,) — (u.F,)(u,.r) = (u A u,).(r A i^,). 

Cette dernière relation contient comme cas particulier (u = y, Ui = F,) 
ridentité de Lagrange. Nous l’appellerons Videnlilé de hkaKmae, généralisée. 
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178 . Considérons maintenant une correspondance établie entre les valeurs 
numériques d’une variable t et une grandeur vectorielle u : on dit que u est 
fonction de t. Si le vecteur — ^(^o) tend vers zéro avec h, on dit que 

. 1 X C- 1 * u(i-hh) — u{t) ^ . 

u est continu pour t = Iq. bi le vecteur ^ — tend vers un vecteur 

bien déterminé quand h tend vers zéro, on donne à ce vecteur limite le nom 
de vecteur dérivé, et on le représente par u'{t) ou 


Les vecteurs dérivés successifs u"(/), ... se définissent de la meme 

façon. 

Les composantes X, Y, Z du vecteur u{t) sont aussi des fonctions de la 
variable t\ il est clair que X'(f), Y'(f) et Z'(/) sont les composantes de ii'(f), 
et, d’une façon générale, X^’*)(/), Y(”)(/) etZf")(/) les composantes de u (’*)(/). On 
déduit très simplement de cette remarque que les règles ordinaires du calcul 
des dérivées s'étendent aux fonctions vectorielles; ainsi l’on a 


^^[u{t}.v(t)] = u'.v + u.v', 
^[u (0 A »"(/)] = u' A -H H A r'. 


12 et V désignant deux vecteurs fonctions de t. 

Les notions de fonctions de plusieurs variables et de dérivées partielles 
s’étendent de même du domaine scalaire au domaine vectoriel. Si, par exemple, 
u est un vecteur dépendant des valeurs numériques de deux variables a et p, 


sxis composantes X, Y, Z seront des fonctions de a et et seront des 

, , , /^X ^Y ?Z\ ^Y ?Z\ 

vecteurs de composantes ^ — et (^yp , yp > ypj, et 1 on aura, comme 


dans le domaine scalaire. 




Terminons eos préliminaires par une remarque importante. Supposons que les 
trois composantes X(/), \{t) et Z{t) du vecteur u{t) soient des fonctions analytiques 
de /, par exemple au voisinage de / = 0. On aura 

X (<) = X (0) + <X' (0) -I- X" (0) + , . . , 

et deux autres développements analogues pour Y(/) et Z(/). On pourra réunir ces troi« 
formules en une seule formule vectorielle, que l’on écrira 

u(«) = u(0) + «u'(0) + |;u''(0) + ... ; 

ce sera la formule de Taylor dans le domaine vectoriel. Mais il faut remarquer que 
Ton ne pourra pas, en général, dans cette. dernière formule, arrêter le développement 
du second membre, et écrire, par exemple, comme pour les fonctions scalaires, 

/n 

u (<) = u (0) 4- . . . -4- -T uw (0) -h (0 < 0 <) ), 
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car on aura bien 

x(o = x(o) + . . . + ^xw (0) + t), (0 < 0. < 1), 

Y (<) = Y (0) + . . . + (0) + Y<"«)(e,/), (0 < 0 , < 1 ), 

Z {() = Z (0) + . . . + Z(») (0) + Z(» ' 0 (O3O, (0 < O3 < 1), 

mais les fonctions X(/), Y(/) et Z{t) pouvant être prises arbitrairement, il est clair 
qu’on n’aura pas en général ôj — 0.> = 03. 

On peut ol)servcr que, dans le cas de n = 0, l’impossibilité d’écrire la formule 

u{t) = u{0)~\~ tu'{0t) 

équivaut à l’impossibilité de trouver sur un arc de courbe gauche un point où la 
tangente soit parallèle à la corde sous-tendante. 

Dans le cas général, on pourra cependant, pourvu que le vecteur soit 

continu pour t = 0, écrire un développement limité sous la forme 

U (() = u(0) H- . . . -l-^u:»i(0) "+'1(0) + a], 

a désignant un vecteur infiniment petit avec l. 



CHAPITRE II 


COURBES GAUCHES 

§ I. — Éléments infinitésimaux d’une courbe gauche. 

Représentation sphérique. 

179 . Considérons une courbe gauche \\ sur laquelle nous prendrons arbi- 
trairement un sens positif et un point A comme origine des arcs (*). Soit M, 
un point variable sur F; nous désignerons par s la valeur algébrique de 
Tare AM. Enfin soit O Foriginc des axes de coordonnées rectangulaires : nous 
représenterons désormais par P le vecteur OP, P étant un point quelconque 
de l’espace. 

Le vecteur M est une certaine fonction de s, que nous supposons continue 
et dérivable, de composantes (æ, y, z); la relation 



montre que le vecteur est un vecteur de longueur 1, qui est évidemment 

parallèle à la tangente menée 
en M a F dans le sens des 
arcs croissants. Soitm (fig. 5) 
Fextrémité d’un vecteur t, 
d’origine O, équipollent à 

quand M décrit F, ni 

décrit, sur la sphère de cen- 
tre O et de rayon un, une 
courbe appelée indicatrice 
sphérique des tangentes. 
Au sens positif choisi sur F 
correspond sur l’indicatrice 
un sens de parcours bien déterminé, que nous prendrons pour sens 


dU 




il 

da 


0 


Fig. 5. 


(q Nous supposons connus les résultats établis dans le Cours de Mathématiques générales 
au sujet des courbes et surfaces (équations de la tangente, normale principale, plan oscu- 
lateur, plan tangent, etc.). 
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positif; si donc on appelle a la valeur algébrique de l’arc de l’indicatrice, 
le scalaire ^ sera essentiellement positif, et on aura 

dt dtd^ ds 

^ ^ ds dfs ds^ d a ’ 

Si l’on change le sens positif de parcours sur F, le point m est remplacé par 

le point m' qui lui est diamétralement 
opposé sur la sphère. On obtient {fig. 6) 
une nouvelle indicatrice sphérique, symé- 
trique de la première par rapport au cen- 
tre, et il est clair que les tangentes en 
m et m' ont même direction : d’ailleurs, 
d’après les conventions relatives au sens 
positif à prendre sur l’indicatrice, on voit 
sans peine que la demi-tangente positive 
en ni aura même sens que la demi- 
tangente positive en m. 11 en résulte que 

le vecteur est remplace par un vecteur 

oquipollcnt. 

La droite menée par M {fig, 5) parallè- 
lement à est la normale principale en M è F : sur cette droite, le vecteur n, 

de longueur un, équipollent à définit sans ambiguïté le sens positif de la 
normale principale (^). 

1 80. Le vecteur 

b = t A n 

définit une direction appelée binomiale en M. Supposons que l’on ait pris M 
comme origine des trois vecteurs unitaires t, n, b. On obtient ainsi un trièdre 
trirectangle direct de sommet M, qui porte le nom de trièdre de Serret. 

Le plan (t, n) est appelé plan oscillateur, le plan (n, b) plan normal, le 
plan {b, t) plan rectifiant. 

Soient (a, p, y), (a', p', y'), (a", p", y") les composantes des vecteurs t, n, b, 

(b Soit s*+- As l’abscisïie curviligne d’un point Mj de F voisin de M(s). On aura (p. 70) 
MM. = M.(. + A5) - m W = + If + “)• 

a étant infiniment petit avec As; donc le produit scalaire 

= +«.^| 

est toujours positif pourvu que M. soit assez voisin de M. Le vecteur n, faisant 

un angle aigu avec chaque petite corde MM^, est donc dirigé dans la concavité dé la courbe. 
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c’est-à-dire les cosinus directeurs des axes du trièdre de Serret; puisque ce 
trièdre est direct, on sait que le déterminant 

a P Y 

A = a' P' y' 

a" P" y" 

est égal à -h 1. On a d’ailleurs, d’après la défînition'même du produit vectoriel, 
t = nAb, n — bMy b — tAn\ 
autrement dit un terme quelconque du déterminant A est égal au mineur cor- 
respondant. On peut donc, par exemple, écrire l’équation cartésienne du plan 
osculateur au point M(a?, ÿ, z) sous Tune ou l'autre forme 
a" (X - æ) p"( Y - ij) y"(Z - = 0, 

X — æ \ — ij 

OL P Y =0. 

a' P' y' 


181. Soit b rextréniité d’un vecteur d’origine O équipollent à b {fîg. 7). 

Quand M décrit P, b décrit sur la sphère de 
/ centre O et de rayon un une courbe appelée 
indicatrice sphérique des binomiales. On a, 
puisque i.Jb — 0, 

r 

o( 4^ mais est parallèle à la normale principale, 

V donc on doit avoir 


Des relations 


on tire d’ailleurs par dérivation 
. dt 


K ^b n 

b.-r =0. 

ds 


Les vecteurs et qui sont perpendiculaires aux deux vecteurs t et Jb, 

sont donc parallèles; autrement dit, les tangentes aux deux indicatrices aux 
points correspondants sont parallèles. Nous choisirons comme sens positif sur 
l’indicatrice des binormales un sens tel que les demi-tangentes positives aux 
points correspondants des deux indicatrices soient de même sens ; si l’on appelle t 
la valeur algébrique de Parc de l’indicatrice des binormales, on aura donc 
(9\ ^__db 

d<T“”dT’ 

puisque ces deux vecteurs sont parallèles, de même sens, et de longueur 1. 
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18îi. Démontrons maintenant une propriété infinitésimale du plan oscula- 
teur. Soient M(,s-) un point de W et M.j(s -f- A:) deux points de T très 

voisins de M ; ces trois points déterminent un plan P dont nous allons chercher 
la position limite quand h et k tendent vers zéro. 

Los vecteurs — u et f sont dans le plan P. Or on a 

__nfM /2VPM 

“““ As "^2! 

k dm^k^-dm^ 

^ ds 2 ! ds^ 3 ! ds^ 

et Ton voit d’abord que la position limite de P contiendra la tangente en M. 

Le vecteur w = ^ est aussi dans le plan P, et on a 

_ 1 dm 1 h^ — k^dm^ 

- 2! ds^ 31 lî-^ 

quand h et k tendent vers zéro, w tond vers • donc la position limite 

de P contient aussi la normale principale, et se confond par suite avec le plan 
oscillateur. On peut donc dire que le plan oscillateur en M est déterminé par 
le point M et deux autres points de T infiniment voisins de M. 

^ IL — Courbure. Torsion. Formules de Frenet. 

183. On donne au scalaire positif qui figure dans la formule (1) le nom 
de rayon de courbure de la courbe F au point M, et on le représente par R; 

Finverse tt est dit courbure de la courbe. Soit 1 un point de la normale prin- 

rv 

cipale obtenu en portant à partir du point M et dans le sens positif une lon- 
gueur égale à H : le point 1 est appelé centre de courbure. Enfin le cercle du 
plan osculatcur qui a I pour centre et R pour rayon est dit cercle de courbure. 
On tire de la formule (1) 

R d <s ds^ ' 


et par suite 



formule qui fait connaître la courbure sans ambiguïté, puisque R estessentieL 
lement positif. On en déduit aisément que la courbure ne peut être constamment 
nulle que si la courbe F se réduit à une droite, et réciproquement. 

On donne au scalaire le nom de rayon de torsion en M, x désignant tou- 
jours Farc de l’indicatrice des binormales, et on représente ce scalaire par T ; 
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l’inverse est dit torsion de la courbe. D’après la convention relative au sens 

positif sur l’indicatrice des binomiales, on voit que, à la diiïércnce de la cour- 
bure, la torsion peut être positive ou négative. Toutefois, comme il n’y a pas de 
sens privilégié sur la binormale, il n’y a pas lieu de parler de centre de torsion. 

184. Avec les notations employées jusqu’ici, et que nous conserverons 
toujours à moins d’indication contraire, on voit que la formule (1) s’écrit 

dt dt n 

ds \\d(7 H ’ 


relation vectorielle équivalente aux trois relations scalaires 


(4) 

<U a (/p P' 

~ds—lV ds~R’ 


La formule (2) dorme de même 



db 1 db 1 dt 

n 


ds 1’ f/ T T t/ <T “ 

T’ 

d’où 

(^) 

da_oc' 

ds T ’ ds r ’ 

d v" y' 

77s “T' 

Enfin 

on a successivement 



jf2 = jb A t, 



dn U A ^ f 



\ 4 

= j^b A ^ A ^ — 

t b 
~~ R T 


c’est-à-dire 


da'__ a a" p f 

(6) — d^-' \{ 'T’ ds— H T 

Les formules (4), (5) et (6) sont les formules de Frenet. Avec les notations 
vectorielles, ces formules s’écrivent simplement 

dt db n dn __ t b 

f/s —T’ ds— R T’ 

Pour calculer la torsion, nous partirons de la formule 

n__db 
T ds * 

Multipliant scalairement les deux membres par I2, on aura 

1 db db. 

T ^ * f/s ds ds ’ 

d’ailleurs, de la relation 

b = t A n, 
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et par suite (n® 177) 

i 

î 

On a d’autre part 

et par suite di 

d 

on obtient donc, en définitive, 

1 

ou encore 


T^dt 


22= R~ 


= — 

dt 

’ «S 

^t\ 

dx 

du 

dz 

ds 

ds 

ds 

d'^x 

d~y 

æ-z 

ds^ 

ds- 

ds^ 

d^x 

dhj 

dh 

ds^ 

ds^ 

ds^ 

d'^xY 
,77? j 

Wy\ 

V77?j 

^--Jd. 


Ainsi, à l’inverse de la courbure, la torsion a une expression rationnelle. 

Il est facile de montrer que les courbes planes ont une torsion nulle et 
^'éciproquement. En elîet, si une courbe est plane, on aura, en prenant son 
plan comme plan des x//, r = ü, et par suite le déterminant qui figure dans 
la formule (7) est nul. Inversement, si la torsion est nulle, on a [forrn. (5)] 

= 0, d’où h = C/'‘, et comme b.t = b. aussi Jb . M = C"*'', 

c’est-à-dire 

(x"x P"// -h y"z = G*"' ; 

les coefficients a", p"ct y" étant constants, on voit bien que la courbe est plane. 

Remarque. — Si le vecteur M est défini non plus en fonction de l’arc .s 
de r, mais en fonction d’un paramètre / quelconque, les formules (3) et (7) 
qui donnent la courbure et la torsion ne sont plus immédiatement applicables. 

Supposons que l’on ait ~ — çp(/); on aura alors 


On en tire 


a, 6 et c désignant des coefficients qu’il est inutile de calculer. 


dm 


dm 

dm 

.dm , 

,dm 

dt ~ 


ds' 

dfi “ 


^ ds 

dm 


,dm 

,dm 

. „dm 


dP ■ 

— ? 

ds^ 


-+-Ç- 77 Ï' 


dM_ 

_1 

dm 

dm 

1 dm 

dm 

ds ~ 

~ ? 

dt ’ 

ds^ “ 

f d Y~^ 

^ dt 

dm_ 

_ i 

dm 


‘ dm 


ds^ ~ 

~ i 2 

' dY 

-+-^-377-+- 

^dV 
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Reprenant d’abord la première formule de Frenet 


n 

H 


dm 

' ~ds^ ’ 


et multipliant vectoriel lement les deux membres par t, on aura 

AiJ — t 

b rfM ^ dm 


d’où enfin, en élevant au carré, 

1 

11^“ 


^ dM dm 
■ 9 =» di ^ dt^' 


df(m ^MV 
d.s« v dt ^ dF J ’ 


c’est-à‘dire 


■ (da^ F " y — dy d^xY 


/o/\ 1 dH — dz dh)Y -f- (dz d~x — dx d^zf ■ 

IV — '■ ‘ d? 

les différentielles étant prises par rapport à /. 

On a d’autre part 

1 dm dm\ 

T ds ' ds^ ’ ds® / ’ 

ce qu’on peut écrire, d’après les propriétés élémentaires des déterminants, 

ï..d/«/dM d^M d^M\ 

T— ds^\ dt ' dt^ ’ d/^’ 

c’est-à-dire 

dx dy dz 

d^x d'^y dH 

d^x d^y dh __ 

[dy d^z — dz d‘y)^ (dz d*x — dx dHf -f- [dx d^y — dy d^xf ’ 

les différentielles étant toujours prises par rapport à /. 

On obtient de même, pour l’équation du plan osculateur, 


: 0 . 


(7') i = - 


X — x 

v-y 

Z — 

dx 

dy 

dz 

d}x 

d^y 

dH 


§ III. — Applications diverses. 

186. Hélices. — Considérons une courbe plane C, et un vecteur unitaire u 
perpendiculaire au plan de C; nous prendrons ce plan pour plan des xy, et 
nous supposerons que le vecteur u a meme sens que le demi-axe Oz. 
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Choisissons sur C un sens positif de, parcours et une origine des arcs, et 
soit G Tare de la courbe. L’équation 

M = P -h up(0), 

où P est le point de C d’abscisse curviligne 6, et p une fonction quelconque 
de 0, représente une courbe T tracée sur le cylindre dont la courbe C est la 
section droite. Cherchons à déterminer la fonction p de telle sorte que la 
courbe r coupe sous un angle constant les génératrices du cylindre. 

Soit s l’arc de F ; nous aurons 


dM = dP-f- up'dO, 


et par suite, en remarquant que u . dP = 0, 


donc enfin 


ds‘^ = (l4-p'')dô2, 
E fdV , \ 


{e = ±:l) 


dVL^ tz' 

ds . 1 “F" P ^ 


Le produit scalaire du premier membre représente le cosinus de l’angle 
sous lequel la courbe F coupe les génératrices du cylindre; pour qu’il soit 
constant, il faut et il suffit que p' soit une constante. 

Comme on peut toujours, sans changer la courbe F, ajouter à p une 
constante quelconque à condition de remplacer la courbe C par une autre 
section droite, nous prendrons p=:a6, a désignant une constante. La courbe 

M r= P -huaB 


est appelée hélice cylindrique. En coordonnées cartésiennes rectangulaires, 
scs équations auront la forme 

(S) .c = /(o). y = y(’>h z = aô, 

les fonctions f ei y étant assujetties à vérifier la relation 

r + = 


Nous choisirons comme sens positif sur la courbe F un sens tel que 
croisse avec 0 ; nous aurons donc 

ds 


dO 


=:yji H-uS 


et par suite 

dM_ 
ds V 1 

Dérivons par rapport à s; il vient 



d^’M 


1 d*P 
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Donc la normale principale en M à F est parallèle à la normale en P à C, 
et par suite orthogonale à u. En particulier, si l’hélice est circulaire, c’est-à- 
dire tracée sur un cylindre de révolution, la normale principale en un point 
quelconque rencontre normalement Taxe du cylindre. 

De la relation u.t — C*'' on tire d’ailleurs par dérivation 

= donc lï . ^ = 0, et ii.b~ ; 

la binormalo fait donc un angle constant avec le vecteur u, ce qui résulte 
d’ailleurs immédiatement du fait que les trois vecteurs u, t et b sont copla- 
naires. Inversement, de la rclafion u.jb = ré'^, on tire de meme 

U.i2 =0, U.tzrr (>'. 


Il en résulte que l’on peut prendre pour définition de l’hélice cylindrique 
l’une des trois propriétés suivantes : 

1® la tangente fait un angle constant avec une direction fixe; 

S'* la normale principale est parallèle à un plan fixe; 

3® le plan oscillateur fait un angle constant avec une direction fixe. 

Si l’on prend les équations cartésiennes de l’hélice sous la forme (8), le 
calcul de la courbure, et celui de la torsion s’effectuent aisément de la façon 
suivante (^). On a d’abord, avec les notations usuelles, 


r 


on en tire 


v/1 -h 

d a __ r 


i- . 


\/i + (t- 


T = 


cis 1 -f- a- ' ils 1 -h ds ' 

et par suite l ==iÇL±Jp. 

^ H 1 -H rt- 

On a alors successivement 

./■" 


V l H- a 

il 


0 , 


f O ^ ^ 

a = K — : 


ds 


P'- 


9^ 










v/(i+a^Kr+?^)’ 


r' = o, 

_ fY-rv 


D’après ce que nous avons vu, y" doit se réduire à une constante. On a en 
effet 


d’où 


9 ' r 




(b Rotnarquons que cette méthode s’applitjue à toute courbe gauche. 
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e ayant le signe de f 'g\ On en tire 

et par suite v" = — . 

La dernière formule de Frenet donne alors 


et par suite 


R__ 

T-“~ 


Y _ 
ï" 


ea, 


1 

T 


sa 

i~h a 




Le signe de e a une signification intrinsèque évidente. Supposons, pour 
préciser, a > 0; alors e est de signe contraire à yy" : il est donc négatif si les 
angles (u, t) et (u, Jb), comptés entre 0 et tt, sont tous deux aigus ou tous 
deux obtus, positif dans le cas contraire. Il est clair que cette propriété des 
angles (u, t) et (u, Jb) est indépendante du sens positif adopté sur F, un chan- 
gement d’orientation ayant pour résultat de remplacer ces angles par leurs 
suppléments. 

R 

Nous avons, chemin faisant, établi la relation ea, donc tout le long de 

l’hélice le rapport de la courbure à la torsion reste constant. 

La réciproque est vraie : 

Toute courbe dont la courbure et la lorsion sont dans un rapport constant 
est une hélice (J. Bertrand). 

En effet, on a par liypothèse S = A:; la relation ~ s’écrit donc 

1 «d ax d<s 

db = kdt \ intégrons : on aura, en désignant par u un vecteur constant, 

h = kt — u. 


Multipliant scalairement les deux membres par t, on aura enfin 

u,t~k, 


équation qui exprime que la tangente à la courbe fait un angle constant avec 
une direction fixe. 


Remarque. — Désignons par 
aurons alors 


i 

~ la courbure de la section droite G. Nous 
P 


R = p(l-|-a^), T = — 

ainsi la courbure et la torsion de l’hélice varient proportionnellement à la 
courbure de la section plane. En particulier, pour toute hélice tracée sur un 
cylindre de révolution, la courbure et la torsion sont constantes. 

Inversement toute courbe à courbure et torsion constantes est une hélice. 
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d’après le théorème de Bertrand, et cette hélice appartient à un cylindre 
de révolution, puisque la courbure de la section droite est conslaTite. 


187. D’après ce que nous venons de voir, la normale principale à une hélice 
tracée sur un cylindre de révolution coupe à ani^Ie droit l’axe du cylindre, et on 

peut dire que le plan rectifiant passe constamment 
par un point fixe, le point à l’infini sur l’axe. 

Plus généralement, 

Si la normale principale d'une courbe C coupe sous 
un angle constant y une droite fixe A, le plan r édifiant 
en tout point de G passe par un point fixe de A. 

{Rennes, épreuve pratique.) 

Soit O un point fixe pris sur A, u un vecteur de 
longueur 1 porté par A et orienté de telle sorte que 
l’on ait, avec les notations habituelles. 





u.n~ cosep. 


d’où 

ou encore 


On aura d’ailleurs, en désignant par X, et X.j des 
fonctions scalaires de s convenablement choisies, 

(10) M==XiU-f-X.i3. 

Soit A le point où le plan rectifiant en M coupe A; 
on pourra poser 

A = au, 

{k — m).n==mA.n--=r.O, 


[ (a — Xju — XoHj.n — {(I — Xi) cosep — X^ = 
et enfin a cosep = Xj cosep -h X 2 . 

D’autre part, on a^ en dérivant (10), 


t-- 


dX, 

- f 


dn , dX, 


ds - ds ds 

Multiplions scalairciuent par n en tenant compte de (9); nous aurons, puisque 

dn 


t.i 2 = 0 , [n)- 

d\ 


d’où 


ds 

dji 

ds 


cosep - 

= 0 , 


= G 

dXo 

ds 




■ C''--. 


Le plan rectifiant coupe donc bien A en un point fixe A. La droite AM faisant 
avec A l’angle ^ — ep, on voit que la courbe G est tracée sur un cône de révolution IlI 
d’axe A et de sommet A. 

Toute courbe tracée sur une surface et telle que sa normale principale en chaque 
point soit normale à la surface en ce point est appelée ligne géodésique de la surface 
considérée. Le plan rectifiant en M étant tangent au cône 2 le long de AiM, on voit 
que la courbe G est une géodésique du cône il. 

Lainjî, Anal., II. 


6 
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188. Courbes de Bertrand. — Considérons, pour donner une dernière application, 
une courbe quelconque C, un point M de cette courbe, et un point de la normale 
principale en M; on aura, avec les notations habituelles, 


[U) 


M, = M -l-n û(s). 


Quand M décrit C, décrit une certaine courbe C, ; nous allons chercher s’il est 
possible de déterminer la fonction p(s) de telle sorte que la courbe Cj ait en chaque 
point M, la droite MM^ comme normale principale. D’une façon ^^énérale nous alîecte- 
rons de l’indice 1 les éléments géométriques relatifs à la courbe C^; l’arc de oette 
courbe sera une certaine fonction de s, Sj = 0(.s'). 

Supposons d’abord qu’il existe une telle courbe ; nous aurons, en dérivant 
l’équation (11) pur rapport à s, 

tjô'(s) — t-hn 9' ~ r) ^ ~ 

d’où, en multipliant scalairement les deux membres par p' — 0; la fonc- 

tion P se réduit donc à une constante, et l’on a 

(12) ~fi)~^T'0'’ 


En dérivant une seconde fois par rapport à s, on aura 


0' 


- °V 

VsO'V R/ 


t<sT6' 


/H-p_ P \. 

"VR^r ’m'}’ 


on devra donc avoir nécessairement 


(i3) 


iL ^ 

d.s’6' 



0, 


1 P 

dsW 


0, 


d’où, en désignant par X et jx deux constantes quelconques, 


et enfin 




ce qui montre que sur la courbe C la courbure et la torsion véritienl une relation 
linéaire à coefOcients constants. 

Inversement, supposons que sur la courbe C la courbure et la torsion vérifient 
une relation linéaire à coefficients constants, 

(14) ^+| + T = f. 


les coefticients a, p, y n’étant pas tous trois nuis, et cherchons s’il est possible de 
déterminer le scalaire constant p de telle sorte que la courbe G, possède la propriété 
indiquée. Il faut pour cela et il suffit que l’on puisse trouver une fonction 0'(s) véri- 
fiant les équations (13), et telle en outre, d’après (12), que 


(ir») 




1 


Si la courbe C est plane, c’est-à-dire si la relation (14) se réduit à = l’équa- 
tion (13) donne 


et les deux équations (13) sont vérifiées quel que soit p. Dans ce cas, d’ailleurs bien 
connu, on peut prendre pour courbe l’une quelconque des trajectoires orthogo- 
nales des normales à la courbe C. 
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Ce cas écarté, supposons que l’on ait, dans la relation (14), y = 0; alors a et p sont 
dilTérents de zéro, le rapport est constant, et la courbe G est une hélice. Posons 

™ = ou 

1 b) R ~ = U sin CO ; 

la relation (4 b) permet d'écrire 

(17) 1 — 1 ^ = 0' sincp, — 0'coscp, 


et, d’après (4 3), l’angle cp doit être constant. Éliminons H, T et 0' entre les équa- 
tions (16) et (17) ; il reste 

CO sep 

U = ^ • . 

P cos (co — cp) 

Ainsi, a étant constant, il en est de même de R et T, et par suite la courbe G est 
une hélice circulaire. Si l’on prend pour o une valeur constante quelconque, les 
équations (17) définissent 0' et cp, et les équations (13) sont vérifiées. Le problème a 
encore dans ce cas une infinité de solutions : on peut prendre pour courbe l’une 
quelconque dos trajectoires ortiiogonalcs des normales principales de la courbe C. 

Enfin supposons y 0; on peut alors prendre y ~ U et la relation (14) s’écrit 


oc 

R 


1 + 1 = 0 . 


On tire d’ailleurs des équations (17) 


(l — ^)cos9 = ,[;sino. 

Si les deu.x équations précédentes n’étaient pas équivalentes, elles délcrmineraieid 
et et l’on retomberait sur le cas de l’hélice circulaire, ou elles seraient incompa- 
tibles et le problème n’aurait pas de solution. Pour qu’elles soient équivalentes, ij 
faut et il suffît que l’on ait 

cos cp _ — P cos cp — P si n cp 

^ — g—-’ 



Dans ce cas le problème a une solution unique, savoir la courbe Ci définie par 
l’équation 

Ml = M — an. 

Les deux courbes C et Ci sont appelées courbes de Hehtr.vnd; elles se correspondent 
point par point de telle sorte que la disUince de deux points correspondants, M et M,, 
soit constante, et que la droite qui les joint soit la normale principale en ces points 
aux courbes considérées. 

On tire d’ailleurs des formules (12) et (17) 

f.fi = sincp, 

ce qui montre que les tangentes en deux points correspondants font un angle constant. 
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SURFACES RÉGLÉES. SURFACES DÉVELOPPABLES 


§ I. — Généralités sur les surfaces. 


180. Toute équation de la forme F(j?, y, 2 ) = 0 représente une surface 
dans l’espace à trois dimensions. Si l’équation est résolue par rapport à 2 , 
y), on désigne par p et q les dérivées partielles de /’(x% //); le plan 
tangent au point (x, ÿ, 2 ) a alors pour équation, comme on sait, 

p{\ — x) H- </(Y — y) — (Z — :) = 0. 

Dans le cas de l’équation non résolue, l’équation du plan tangent s’écrit 

(X _ X) f; + (Y - y) f; + (Z - 1) f; = 0 . 

De même, la normale à la surface en M a pour équations suivant les cas 
X — x__Y — y_Z — z 

~ P (/ —1 


Rappelons encore que le plan tangent en M contient les tangentes en M à 
toutes les courbes de la surface qui passent au point M : il est donc déterminé 
par deux de ces tangentes. 

100. Nous continuerons de représenter par M le vecteur OM. Supposons 
que M dépende des valeurs numériques de deux paramètres a et v : quand u 
et V prendront toutes les valeurs possibles, le point M décrira en général une 
surface S. Les coordonnées æ, y, 1 de M sont en effet des fonctions de ii et n. 

(1) x = f(u,v), y = g{u,v), z = h{u,v), 

et, en éliminant ii et v entre ces trois équations, on a en général une relation 
et une seule telle que F(x, y, 2 ) = 0. 

On donne aux paramètres u et v le nom de coordonnées curvilignes. A tout 
système de valeurs de n et n correspond un point M de S, et réciproquement. 
Si l’on établit entre w et n une relation quelconque, le vecteur M devient 
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fonction (fune variable, et le point M décrit une courbe de S; donc toute 
relation entre u et u définit une courbe tracée sur S. En particulier, les 
courbes n — C‘% v = C*® sont appelées courbes coordonnées. 

Soient M(.r, /y, z) un point de S, P(X, Y, Z) un point du plan tangent en M, 
enfin et M., deux points de S infininient voisins de M et situés respective- 
ment sur chacune des courbes coordonnées qui jiassent en M ; on aura 

= — c/m, MM,= — c/y. 

^ on “ on 

Les vecteurs MM,, MM, et MP étant coplanaires, on aura (n® 177) 

V on c^ny 

c’est-à-dire 

X — æ \~~ij Z — Z 

ly ^ 

on on on =0; 

Oo? 0// oz 

On on on 

c est l’équation du plan tangent (n® 85). 

Introduisons les déterminants fonctionnels 

A _ D ( .V i u — _ r)(j-. ç/) . 

D(n, nj’ D(n, n)’ ' l)(n, n)’ 

on aura alors l’équation du plan tangent sous la forme 

A(X — ir)-+-B(Y — ^)-+-C(Z — z) = 0. 

Les équations de la normale s’écriront de même 

X — ir_Y — //__Z — Z 
A B ~ C " ' 

§ II. — Surfaces réglées, théorème de Chasles; ligne de striction. 

101. Considérons la surface S définie par l’équation vectorielle 

(2) M = a-+-Jbi/, 

les vecteurs a et jb ne dépendant que du’ paramètre v. Si on donne à u une 
valeur constante, le point M décrit évidemment, quand u varie, une droite 
parallèle au vecteur b : une famille de courbes coordonnées, se 

compose donc de droites, et la surface S est réglée. 

L’équation du plan tangent s’écrit (n“ 190) 

(3) (MP,i,,^ + Mg)=0. 

Si P appartient à la génératrice rectiligne qui passe en M, on a MP = pib, et 
l’équation (3) est vérifiée, ce qui montre que le plan tangent en M contient la 
génératrice rectiligne qui passe par ce point. 
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L’équation (3) pouvant s’écrire (n® 177) 

^da , db 


MP.[jb 


A 


dd 


dv 


] = 0, 


on voit que la normale en M est parallèle au vecteur 

Ula , db\ 

.dv'^^dv) 


w 


*^0 


U A da , U A db 

— bAj^ + ubA^; 


pour que la normale soit la meme tout le long de la génératrice rectiligne 
issue de M, il faut et il suffit que le vecteur (4) ait une direction indépendante 

de «, donc que les vecteurs A ^ et Jb A ^ soient colinéaires, par suite 

que les vecteurs jb, et soient perpendiculaires à une meme direction, 

c’est-à-dire coplanaires, ce qui s’exprime par la relation 


(^) 


. da 
*’ dd’ 



ôri dit dans ce cas que la surface réglée est développable : le plan tangent 
est alors invariable le long d’une génératrice quelconque. 

Nous étudierons seulement dans ce paragraphe les surfaces réglées non 
développables, qui sont appelées surfaces gauches. Pour une telle surface, 
quand le point M décrit une génératrice A, le plan tangent en M tourne 
autour (le A. 

Quand le point M s’éloigne à l’infini sur A, la normale à la surface réglée 
devient parallèle au vecteur b A ^1 le plan tangent correspondant est appelé 

plan asymptote. Le point de A où le plan tangent est perpendiculaire au plan 
asymptote prend le nom de point central de A; l’argument u du point central 
est donc donné ])ar l’équation 



da 

dv 




db\_ 

dv)'~ 


O, 


(ju’on peut écrire 

( 6 ) 




* A 


db 

dv 


= 0. 


Pour simplifier cette équation, observons que l’on peut, sans nuire à la 
généralité, supposer que le vecteur Jb est de longueur 1. On a alors 

(7) = = 


et CCS relations, jointes à l’identité de Lagrange généralisée, donnent 



da 

dv 


, . db\ da db 

^ ^ dv ) ~ dv * dv ’ 

A dby fdbV 
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L’équation (6) prend alors la forme simple 

(Jb /da , db\ ^ 

Le lieu des points centraux est appelé ligne de striction de la surface rég’léc; 
l’équation (8) représente donc, dans l’hypothèse (jb)^ = 1, la ligne de striction 
de la surface définie par l’équation (2). 


192 . Conservons les liypothcscs (7) et supposons en outre que nous ayons 
paramétré la surface réglée de telle sorte que la courbe u = 0 soit la ligne de 
striction, ce qui exige, d’après l’équation (8), 

da M .. 

dô^dU-^^' 


Soient Mo un point de la ligne de striction, M un point situé sur la génératrice 
qui passe en alors ii représente la valeur algébrique du segment MqM 
sur la génératrice orientée positivement dans le sens de b. De plus le vecteur 

étant, par hypothèse, perpendiculaire aux vecteurs b et on aura 




b 


da 
du ' 


db 
du ’ 


A désignant un scalaire convenablement choisi. 

Les normales en Mq et M à la surface sont rcspeclivcment parallèles aux 


vecteurs 


Jb A 


da 

du 


ci 


b A 


da 

du 


-h iib A 


db 

du' 


soient MqNo et MN des vecteurs équipollents aux deux vecteurs précédents, 
/„ et / leurs longueurs, enfin 0 leur angle compris entre — tt et compté 
positivement à partir de MqNo dans le sens direct autour de Jb; 0 est aussi 
l’angle des plans tangents en Mq et M. 

On aura d’abord 


MoNo.MN = A/cosO=z=>. 


db 
du ‘ 


. db 

^du~ 




f/JbV 


la valeur de cosO est donc 


toujours positive, et 0 reste compris entre — 


Ti: 

2 


et 


TT 

2' 


D’autre part, le vecteur b étant perpendiculaire à et MN et de longueur 1, 
on a, d’après la définition même du produit vectoriel, 


H/sinO = MA A MN = xg A + A = ^ A 

c’est-à-dire, d’après une formule signalée au n° 177, 


bl„lsm(iz=\u{^^ b, 

/Jsinrj = ^a(§y. 


OU enfin 
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On en tire tgO — 

On peut donc énoncer la loi suivante : 

Le plan langent à une surface réglée en un point d’une génératrice donnée 
A fait avec le plan tangent au point central de A un angle dont la tangente 
trigonométrique est proportionnelle à la distance du point central au point 
de contact (loi de Chasles). 

. . 1 

Le coefficient de proportionnalité ^ a reçu le nom de paramètre de distri- 
bution, Sa valeur se tire immédiatement de la formule ( 9 ), dont on multiplie 
scalairement les deux membres par ^ ; on a ainsi 


d’où 




tgO = 



da db\ 
7 /ÿ’ dv) 


103 . En coordonnées cartésiennes, il est commode de prendre les équations 
de la surface sous la forme 

(10) x = a^-h b^u, g = a.,~hb.,u, z = ii, 

ce qui est toujours possible, on s’en assure sans peine. Les coefficients 
(q, «2, ^2 sont des fonctions d’un paramètre v; on désignera par des accents 

les dérivées relatives à v. On aura alors, pour les coefficients directeurs de la 
normale, 

A — — «2 — B — a[-[-b[u, G — — b^A — b^B, 

de telle sorte que l’équation du plan langent s’écrit 

A (X — - a,) + B ( Y — 62Z — a,) = 0 ; 

en particulier, on a, pour l’équation du plan asymptote. 


b'X — b[Y -f- {b,b[ — Ù,Ù')Z -I- a,b[ — a, 6; = 0, 

et on en déduit aisément l’équation de la ligne de striction. 

Quand on fait varier u, en laissant v constant, le plan tangent tourne bien 
autour de la génératrice G, 

X -f- ùjZ, Y = Uo ■+" 


et sa position ne dépend que du rapport ^ = 


a[ -h b[u 


Ce rapport est une fonction homographique de u, c’est-à-dire de z. Il en 
résulte que tout plan passant par G est tangent à la surface en un point de G, 
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et que le rapport anharmonique de quatre plans tangents passant par G est 
égal au rapport anharmonique des quatre points de contact. 

Considérons deux surfaces réglées ayant en commun une génératrice G. 
A chaque plan passant par G correspondent les deux points M' et M" où le 
plan touche les deux surfaces, et il est clair que les points M' et M" engendrent 
sur G deux divisions en correspondance homographique. Une homographie 
n’ayant que deux points doubles, sauf le cas où les deux divisions coïncident, 
on voit que les deux surfaces ont meme plan tangent en deux points de G 
seulement, à moins qu’elles ne se raccordent tout le long de G. 

Tout ce qui précède suppose que le rapport dépend réellement de w, 

sinon le plan tangent est le meme tout le long de la génératrice G ; si cela se 
produit pour toutes les génératrices, la surface est développable. La condition 
nécessaire et suffisante pour que la surface (10) soit développable s’écrit 
donc 

— a'Jb[ = 0, 

ce qu’on déduit d’ailleurs immédiatement de la relation (5). 


§ II 1. — Surface développable, arête de rebroussement. 


194. Reprenons la surface réglée S définie par l’équation 
(2) M = a-i-Jbn. 


Nous avons vu que la condition nécessaire et suffisante pour que cette 
surface soit développable s’écrit 




da db\ 
dv^ du) 


=z0. 


Une courbe quelconque de la surface S est définie par une relation entre 
U et V. Cherchons en particulier s’il existe une courbe tangente à toutes les 
génératrices rectilignes : on doit pouvoir, dans l’affirmative, prendre pour 
U une fonction de v telle que l’équation (2) définisse une courbe dont la 
tangente soit parallèle au vecteur b. Comme on a alors 


du du 


db 

^du 


-f-Jb 


du 

du 


on devra pouvoir choisir un scalaire p tel que Ton ait 

db 


( 11 ) 


da 

Wu' 


u-^ -f- pi) =0. 


Cette dernière équation exprime que les vecteurs i), et sont copla- 
naires, donc que la surface S est développable. Inversement, si la surface S 
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est développable, on aura, en désignant par a^(y), ac.^(u) et gc^(v) des scalaires 
convenablement choisis, non tous nuis, 

c/a c/h . 


( 12 ) 


^ clv 


a. 


clv 

dh 


:0. 


Si b est un vecteur unitaire, Jb et ^ sont orthogonaux. Dans l’hypothèse 
0, la relation (12) exprime que ces vecteurs sont colinéaircs, ce qui exige 
— 0. Le vecteur b est alors invariable, et la surface développable est un 
cylindre. 

Ce cas écarté, considérons la courbe F de S définie par l’équation 


db 


(«) 

cette équation peut s’écrire 
dh 
dv' 

et l’on en tire 


db 
du * 


( da db\ 


en tout point M de F on aura par suite d’après (12) 


da 


db 


'>£=(£ -S»'' 


dW 

du civ~^ dv~^ ^ dv~ 

La courbe F est donc tangente en chacun de ses points à, .la génératrice 
rectiligne qui passe en ce point. On lui donne le nom à'at'êie de rebrousse- 
ment de la développable (^). 

On voit que la meme é({uation (8) représente, sur la surface réglée définie 
par l’équation (2) où Fon suppose (Jb)^ = 1, la ligne de striction s’il s’agit d’une 
surface gauche et l’aréte de nîbroussement s’il s’agit d’une développable. 

Si la surface développable est donnée, en coordonnées cartésiennes, par les 
équations (10), la condition (5), qui s’écrit 


^>2 

1 


du y 

db, 


dv' 

du.. 

db. 

dv 

dv 

0 

0 


^0, 


montre qu’on doit prendre, dans la relation (12), a3 = 0. L’équation (11), qui 
définit l’arète de rebroussement, se réduit alors à l’équation 

da , db p. 

-p -h n -7- = 0, 
dv dv 


(0 La développable est parlaîçée par L en deux régions, l’une engendrée par les demi- 
langentes positives, l’autre par les demi-tangentes négatives à F. On vérifiera aisément 
qu’un plan normal à T coupe la développable suivant une courbe ayant sur F un point de 
rebroussement. 

Dans le cas où la courbe F est plane cl convexe, on peut se représenter la développable 
comme formée de deux feuillets plarissuperposés recouvrai! I la région de convexité de la courbe. 
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laquelle se décompose en deux équations scalaires compatibles 

= da^-\- iidb^ — 0. 

Il est facile de montrer que la surface réglée engendrée par les normales 
principales à une courbe gauche n’est pas développable. Soit en ciïcta un point 
variable sur une courbe gauche F d’arc s; la vecteur a est une certaine fonction 
de .s, et la surface réglée formée par les normales principales a pour équation 

les coordonnées curvilignes étant ici a et s. Pour qu’elle lut développable, il 
faudrait qu’on eût, d’après (5), 

/ da d^a d^a \ 

\ds' ds^ ’ ’ 

c’est-à-dire (n® 184) que la courbe F fût plane. Donc les normales i)rincipales 
à une courbe gauche forment une surface réglée gauche. 

On verrait aisément qu’il en est de meme de la surface réglée engendrée 
par les binormales. 


§ IV. — Développées. Développantes. 

1015. D’après ce que nous venons de voir, les tangentes à une courbe 
gauche G ne peuvent jamais être les normales principales d’une antre courbe 
gauche. Mais il peut arriver que les tangentes à G coupent normalement 
une autre courbe gauche F : on dit dans ce cas que F 
est une développante de G. 

Soit A la développable qui a la courbe G pour 
''s arête de rebroussement. 11 est clair qu’on obtieri- 
dra toutes les développantes de G en cherchant 
^ les courbes de A qui sont les trajectoires orthogo- 
nales des génératrices rectilignes. 

Soient s l’arc de G, compté à partir d’un point 
fixe A, M(s) un point variable sur G, enfin P un 
point pris sur la tangente en M à G. Posons 
MP — pf; pour que P décrive une dévelop|)ante 
de G, il faudra choisir p en fonction de s de telle 
sorte que la tangente en P à la courbe F décrite 
par P (fig. 9) soit perpendiculaire à MP. Or on a 

P = Mh- 



ds ' 




ds 

ds 


dm 

P ds^ 


et la condition d’orthogonalité, 

dP r/M 
ds ds 

s’écrit, toutes réductions faites, dpH-ds=:0. 


= 0 , 
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On retrouve donc la meme relation que celle qui caractérise les dévelop- 
pantes des courbes planes, avec une interprétation géométrique identique. 

190. Soit r une développante de G. Inver.sement, G est dite une développée 
de r. Pour obtenir une développée de F, on voit qu’il faut associer, suivant 
une loi convenable, les normales à F de façon à obtenir une surface dévelop- 
pable A : Faréte de rebroussement de A sera une développée de F. 

Avant de passer à la recherche des développées d’une courbe gauche, 
définissons un nouvel élément géométrique. Soit K (fig. 10) le centre de 
courbure d’une courbe F au point M; par le point K menons une droite D 
parallèle à la binomiale : cette droite D est appelée droite polaire. Quand le 
point M décrit la courbe F, D engendre une surface réglée, appelée surface 
polaire] on vérifiera aisément que c’est une surface développable (^). 

Soient maintenant M (/?//. 11) un 
point de la courbe F, MTNB le trièdre 
de SERRETen ce point, PM une droite 
quelconque tracée dans le plan nor- 
mal et faisant un 
angle 6 avec MN, 
P un point de cette 
droite se projetant 
en I sur MN. Pre- 
nons comme varia- 
ble indépendante 
l’arc s de F , et 
posons Ml = pn. 



Fi^. 10. 



Pour avoir une développée de F, il faudra déterminer p et G en fonction de s 
de telle sorte que la tangente en P à la courbe G décrite par P soit précisément 
MP : nous allons exprimer vectoriellement cette condition. 

On a, avec les notations connues. 


et par suite 
ds 

(13) 


:M-t-p22-}-ptg0jb, 
dp 

-n-r 

ds 


- t- p(^ -4-^,) + f tgô" -+- 

"" - r) ^ “ (ÿs + T 


-P— —U 

Ods J" 


I 


cos 


ds cos^ Ods T 


(P En elTet soit M^ un point de D; posons MM^ == ub. On aura avec les notations usuelles 
Ml = M Rj 2 4 - uJb, et la condition (5) 

/, dM , ,.dn , dl\ db\ (, dR n\ . 

ds ds " ds ’ ds / " ds ^ rj, > ^ j — 0 

est vérifiée. Le plan tangent à la développable le long de D est normal au vecteur 

c'est donc (n” 101) le plan normal en M à F. 
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On doit d’ailleurs avoir 


; = X(P — M) = l2Xp-f- JbXp tgô. 


On tire alors des relations (13) et (14) 


i f- — 0 


P 

cos-Ô ris 


:'AptgO. 


^ ds cos“Ô(is T r • 

Eliminons X entre les deux dernières relations; on aura, toutes réductions 
faites, 

f/0 = y. 

Ainsi toutes les développées d’une courbe gauche sont situées sur la surface 

/ ds 

T 

Soient Cj et C 2 deux développées de F, 0^ et 0^ les valeurs correspondantes 
de 0; 0, et 0.^ sont deux fonctions de s telles que 




IA ds 

rf '-»2 = Y ’ 


et par sui te 0^ — 0., — (7% 

d’où le théorème suivant : 

Deux normales à la courbe F qui restent constamment tangentes à deux 
développées différentes se coupent sous un angle constant. 

Inversement, il est clair que si dcaix nor- 
males à la courbe F se coupent tout le long de 
F sous un angle constant et que ruue d’ell('s 
i*este constamment tangente à une dév(do})[)ée 
de F, il en sera de meme de l’autre. 

Considérons par exemple le cas où la courbe 
/ V est plane. La surface polaire, sur laquelle 

I sont tracées les développées, est un cylindia' : 

Mr^- — la section droite de ce cylindre par le plan de 
\ la courbe est la développée plane ordinaire, 

F lieu des centres de courbure I. Une autre déve- 

12 . loppée quelconque ifig- 12) est telle que 1 angle 

PMI “ 6 soit constant, d’après le théorème 
que nous venons de démontrer. Donc l’angle xMPI est aussi constant; par 
suite les développées d^une courbe plane sont des hélices tracées sur le 
cylindre polaire. 
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THÉORIE DU CONTACT. ENVELOPPES 
L — Définition du contact. 

107. Dans tout ce chapitre nous considérerons exclusivement des courbes^ 
et surlaces du domaine réel. De plus ces courbes et ces surfaces seront 
supposées analytiques, c’est-à-dire que, rapportées à un système d’axes arbi- 
trairement choisis, elles pourront cire paramétrées de telle sorte que les coor- 
données d un point mobile sur l’une d’elles soient des fonctions analytiques- 
des paramètres. 

Considérons une courbe définie par les équations 

x — x{a), y = y{u), z = z{u). 

Le point est sur cette courbe un point sinqulier si les dérivées 

au du 
dz 

du toutes les trois nulles en ce point, et cela quel que soit le mode de 
pararnétraye adopté (^). 

Considérons de même une surlace déQnic en coordonnées curvilignes par 
les équations 

X = x{u,u), y--^y{u,v), z=:^z{u,v). 

Le point C)) ost sur cette surface un point sinqulier si les jacobiens- 
!)(//, z) I)(z, æ) r)(æ, n) _ ^ , 

iy(7z~bj’ Tr (b n) point, et cela quelles 

que soient les coordonnées curvilignes choisies. 

Tout point non singulier d’une courbe ou d’une surface est dit ordinaire. 
Nous supposerons toujours que le mode de paramétrage adopté n’introduit 
pas de singularités apparentes. 

(1) Cette condition restrictive a pour but d’écarter des singularités appamiics, qui tiennent 
au choix du paramètre. Par exemple considérons la courbe x — y = du plan des xy; 

les dérivées et ^ sont nulles à l’origine, cependant l’origine n’est pas un point singulier, 

car si l’on prend comme paramètre u = r- on aura x= u, y — et ( — ] =4. Cf. sur ce 

\du/Q 

sujet Bouligand, Cours de Géométrie analytique, n®* 92 et 93. 



THÉORIE DU CONTACT. ENVELOPPES 


95 


Soient G et G^ deux courbes quelconques, planes ou gauches, tangentes 
entre elles en un point A qui est un point ordinaire sur chacune' d’elles, M 
et Mj deux points mobiles sur G et G,, enfin s et les arcs AM et AM^ de ces 
deux courbes que nous supposons orientées. Relativement à un système 
d’axes Oxyz, les coordonnées x, y et z du point M sont des fonctions analy- 
tiques d’un certain paramètre /, holomorphcs au voisinage de la valeur 
correspondant au point A; admettons, pour préciser, que s croisse avec /; on 
aura 



Les dérivées qui figurent sous le radical n’étant pas nulles toutes trois 
ds 

pour Iq, ~j^ est une fonction analytique de / holomorphe au voisinage de 
/y, et par suite il en est de même de s. Inversement, / est une fonction analy- 
tique de s, holomorphe au voisinage de 5 = 0 , puisque (^^ 7 ^ ^st pas nul 

(n" 147), et par suite il en est de meme des coordonnées .r, //, z. 

Les mêmes conclusions valent bien entendu pour la courbe G^. 

Établissons maintenant entre les deux courbes, au voisinage de A, une 
correspondance point par point satisfaisant aux conditions suivantes : 

a) quand le point M de G tend vers A, le point correspondant, de G, 
tend aussi vers A; 

b) la direction limite du vecteur est distincte de la tangente commune 
en A aux deux courbes; 

c) soient 

6 -, = /;(/) 

les équations qui réalisent cette correspondance : les fonctions /‘et /[ sont des 
fonctions analytiques de /, holornorphes au voisinage de la valeur L où elles 
s’annulent. II est clair que L est un zéro simjïle pour chacune d’elles, le 
point A étant un point ordinaire pour les deux courbes. 

On aura alors au voisinage du point A les deux développements 


M =:M(/o) Ml-Q 




(nH-l)I 


d^W\ 


-h 



-‘Ma 

71 ! V dl" )„ (7i+l)! V * / 


-t- 

0 


On dit que les courbes et G^ ont en A un contact d’ordre n si le vecteur 
MM, est par rapport ht — un infiniment petit d’ordre n -t- 1, autrement dit 
si l’on a 


( 1 ) 



/(/"MA _/c/"M\ 
\ d¥ 
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11 est facile de voir qu’on exprime ainsi une propriété indépendante du 
mode de paramétrage adopté, car soient 

S=:cp(«), Sj — cpj(u) 

les équations d’une correspondance satisfaisant aux conditions a), 6), c) : 
i, étant par hypothèse une fonction analytique de s, sera aussi une fonction 

analytique de w, Les vecteurs dérivés d’ordre a, et sont 

des combinaisons linéaires des vecteurs et respectivement, 

ces vecteurs étant alîeclés de coefficients qui ne dépendent que de la fonction 0 
et de ses dérivées. On voit alors aisément qu’on a 



ce qui montre bien que le changement de correspondance ne modifie pas 
l’ordre du contact. 

Soit TT un plan fixe non parallèle à la tangente commune en A. On réalise 

évidemment une correspondance satisfaisant 
aux conditions a), 6) et c) en associant les 
points M et M, tels que la droite MMj reste con- 
stamment parallèle au plan tt. Considérons 
alors une autre correspondance (M. MJ) assu- 
jettie seulement à la condition a). Nous aurons, 
dans le triancrlo MM.M', 



mm; : 


sinMM^M; 


MM^; 


sinMM;Mj 

quand M tend vers A, la droite M^M; tend vers 


la tangente en A, et par suite sinMM,M; a une 
limite differente de zéro. Si donc la direction limite de MM; est distincte de 
la tangente en A, MM; et MM^ sont des infiniment petits du meme ordre; 
sinon MM; sera un infiniment petit d’ordre inférieur à l'ordre de MM^. 

En résumé, les équations (1) expriment les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour que le contact en A soit d’ordre n\ quand elles sont vérifiées, la 
distance des deux points M et M, est un infiniment petit d’ordre n-hl, et il 
n’existe aucune correspondance point par point pour laquelle cette distance 
soit un infiniment petit d’ordre supérieur. 


§ II. — Contact de deux courbes planes. 

lî)8. Supposons d’abord que C et soient des courbes planes situées dans 
un même plan, ayant respectivement pour équations 
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par rapport à un même système (.l'axes rectangulaires. Soit l'abscisse du 
point commun A; si l’on suppose que Taxe des y n’est pas parallèle à la 
tangente commune, les conditions du contact d’ordre n s’écrivent 




\ t/X / \ (/-t / Q 



fdm\ 

\dxd 



Or le vecteur 


£/M 

c/a; 


a pour projections sur les axes 1 et 


dx- 


et d'une l‘a(;on 


générale le vecteur a pour projections 0 et [p > 1). Les (Quations 
vectorielles ci-dessus s’écrivent donc 


/’i(-^o) = A(‘n) == A(-^‘o). • • • . f i (^u) = /’ "'(•ï'o)- 

On voit que si le contact est du premier ordre, les courbes ont meme 
tangente; s’il est du second ordre, elles ont en outre même courbure. 

Observons encore que si l’on eberebe les points d'intersection des courbes C 
et on aura à résoudre l’équation 

Les conditions du contact d’ordre n expriment que cette équation admet 
x = x^, comme racine d’ordre n. et réciproquement on peut prendre comme 
définition du contact d’ordre n au point A l’existence de n 1 points d'inter- 
section confondus en A. 

On en déduit que les courbes se traversent en A ou ne se traversent pas 
suivant que le contact est d’ordre pair ou impair. La vérification analytique 
est d’ailleurs aisée; on a en elfet au voisinage de A 

!/. - ^ [fr" M - /■ + (a; - ^o(x), 

O(.ro) étant fini. Quand x — a*,, est suffisamment petit, le second mendjre a le 
signe de son premier terme; donc si le contact est d’ordre impair (n-j-l pair), 
Ui — y un signe constant au voisinage de A, et par suite les courbes 

ne se traversent pas; si le contact est d'ordre pair, y^ — y change de signe 
quand x passe par la valeur et par suite les courbes se traversent. 

Si les deux courbes étaient données par des équations de la forme 

A*. = F(x, .v) = 0, 

on obtiendrait les conditions du contact d’ordre n au point yd) en calcu- 
lant sur chaque courbe les valeurs des dérivées successives y\ y", ..., 
au moyen des règles de dérivation des fonctions implicites, et égalant les 
valeurs des dérivées correspondantes au point (x^,, ^o)- 

Supposons enfin que les courbes soient données par les équations 

(G) F{^b//) = 0, 

(Cl) x = f{l), y = <j(l). 

Posons F{f{l},g(t)] = ^{l). 

L.mnk, Anal., II. i 
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L’équation 

^ 7^(0 = 0 

donne les arguments des points d'intersection des courbes G et C^. Pour qu’il 
y ait contact d’ordre n au point d’argument Iq, il faut et il suffit que la fonc- 
tion ^{t) s’annule ainsi que ses n premières dérivées pour les condi- 

tions du contact d’ordre n prennent donc la forme simple 

199. Considérons une courbe plane C d’équation 

F(æ,^) = 0, 

et une seconde courbe plane F dont l’équation 

a,, a,, . . «„)==0 

contient n paramètre» arbitraires. Cherchons s’il est possible de choisir ces 
paramètres de telle sorte que les deux courbes aient au point un 

contact d’ordre p ; on obtiendra p-hi relations entre les paramètres arbi- 
traires. Si donc le problème admettra en général des solutions; 

en particulier si la courbe obtenue est dite osciilalrice à la pre- 

mière au point {Xq, La courbe F étant ainsi déterminée, il pourra arriver 
que son contact avec la courbe C soit en réalité d’ordre supérieur à n ; on 
dira dans ce cas qu’il y a surosculation au point (a*o, y^). 

Considérons par exemple la droite 

y = ax-\-l). 

La droite osciilalrice h la courbe C au point aura en ce point un 

contact du premier ordre; on aura, pour déterminer a et b, les équations 

ce qui donne la droite 

ainsi la droite osculatrice au point y^) est la tangente. 

Sur la droite, on a y''=z0; donc il ne pourra y avoir surosculation qu’aux 
points d’inflexion de la courbe C. 

Dans le plan, l’équation générale du cercle contient trois paramètres. Donc 
le cercle o^culateur à une courbe C au point A(æo, y^) aura avec cette courbe 
un contact du second ordre. Soient P son centre, U son rayon, et 

l’équation de C. Faisons correspondrè à tout point (s) de C un point du cercle 
ôsculateur, de telle sorte que le point A ait sur les deux courbes le même 
argument s^. On aura au point Mi(s) du cercle ôsculateur 

M, = P4-Ru(s), 



THÉORIE Dü CONTACT. ENVELOPPES 99^ 


U désignant un vecteur de longueur 1. Les conditions du contact du second 
ordre s’écriront 


P -4- Ru (s,) = A, 




ci, comme on a identiquement 

w=i, 

on en tire, an point A, 


du ^ 


(S)’ 


-i - U . 


d-u 


ds^ 


A 


— P i /^\ 

'H '^\ds). 


= 0, 


i 


A — P I fdm. 


= 0. 


La première équation exprime que AP est normale à la courbe en A, et la 
seconde, mise sous la forme 



exprime que P est le centre de courbure en A : le cercle osculateur se confond 
donc avec le cercle de courbure. 

Il résulte de ce que nous avons vii plus haut que le cercle de courbure 
traverse en général la courbe au point de contact; il y a exception pour les 
points où le contact est du troisième ordre (ou d’ordre impair supérieur) : on 
pourra vérifier qu’il en est ainsi, par exemple, aux (piatre sommets de 

rdlipsc. 


§ III. — Contact de deux courbes gauches. 


200. Reportons-nous à la définition du contact donnée au n° 197. Les 
conditions du contact du premier ordre 





montrent 'que deux courbes qui ont un contact du premier ordre en un point 
ont même tangente eh ce point. 

En ajoutant la condition 


f d-JUlA _fdm\ 
[ dt^ 


on obtient le contact du second ordre. Par suite deux courbes qui ont un 
contact du second ordre en un point ont en ce point même trièdre de Serret 
et même courbure. 

Enfin en ajoutant la condition 
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on obtient le contact du troisième ordre. Par suite deux courbes qui ont en 
un point un contact du troisième ordre ont en ce point même trièdre de 
Serret, même courbure et même torsion. 

“Supposons d’abord que les courbes G et soient définies par les équations 

(G) yz=^f{x), z=ig{x), 

(G,) y=fi(x:), z = gr,(x). 

Soit Xq l’abscisse d’un point d’intersection. Les conditions du contact d’ordre 
n s’écriront, si l’on suppose que le plan des yz n’est pas parallèle à la tangente 
au point de contact, 

Si les courbes sont données par des équations de la forme 

(G) F(æ,//,z)=:0, ‘I»(,r,^,2) = 0, 

(G,) F^(æ,y,z)=:0, «b,(x,ÿ,z)=:0, 

on calculera les dérivées successives en appliquant les règles relatives 

à la dérivation des fonctions implicites. Les conditions du contact d’ordre n 
s’en déduisent immédiatement. 

On pourrait procéder de la même façon dans le cas où les courbes sont 
données par des équations de la forme 

(G) V^(x,y,z) = 0, F^{x,ij,z) = 0, 

(G,) x = f(l), 9 = g(i), z = h{t). 

Mais, dans ce dernier cas, les équations de condition du contact d’ordre n 
prennent une forme plus symétrique si l’on introduit, comme plus haut, les 
fonctions 

m = Fm),g{‘)>h(t)], 

On obtient alors les 2 équations de condition sous la forme 

MQ=o, (1 = 1,2). 

201 . Gonsidérons une première courbe G^ entièrement déterminée 
Fj(x, z/,z) = 0, d»,(x,ÿ, z) = 0, 

et une seconde courbe G.^ dont les équations contiennent 2n -h 2 paramètres 
arbitraires a, 6, . . . , 

F^{x,y,z;a,h, ...,/).-=0, ' z; a, 6, ...,/) = 0. 

On pourra en général disposer de ces 2n -H 2 paramètres de telle sorte que 
la courbe ait au point (x^, y^, z^) un contact d'ordre n avec G^, puisque les 
équations de condition sont au nombre de 2n -f- 2. On dit dans ce cas que la 
courbe G^ est osculatrice à Gj au point (x^, ÿo? ^^o)- 
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Par exemple les équations d’une droite contiennent quatre paramètres 
arbitraires : la droite osculatrice en un point A d’une courbe C aura donc en 
A un contact du premier ordre avec G; elle se confond par suite avec la 
tangente en A. 

Les équations d’un cercle contiennent six paramètres arbitraires : le cercle 
osculateur en un point A d’une courbe C aura donc en A un contact du second 
ordre avec G. Il est clair que ce cercle est tangent à G au point A et qu’il est 
da^ns le plan osculateur à la courbe en ce point. Il suffit alors de répéter 
exactement le raisonnement que nous avons fait dans le cas où la courbe G 
est plane pour vérifier l’identité du cercle osculateur et du cercle de courbure. 


§ IV. — Contact d’une courbe et d’une surface. 

SOS. Gonsidérons une surface S et une courbe F. Si au point A supposé 
ordinaire sur S et sur F, la courbe et la surface ont ;i -h 1 points d’intersec- 
tion confondus, on dit qu’elles ont en A un contact d ordre n. 

Supposons que la surface S soit définie par l’équation 

F(a;, J/, 2) = 0, 

et la courbe F par les équations 

= y=9{‘) z — 

Posons 

¥[r(t),g(l),h{t)]~nt)- 

Les conditions du contact d’ordre n au point s’écrivent 

df(to) = o, r(fo)=o, = 

La première équation exprime évidemment que le point A(tJ est situé sur 
la surface, et la seconde que la tangente en A à F est dans le plan tangent à S 
en A. 

Les conditions du contact d’ordre n s’exprimant au moyen de n -h 1 équa- 
tions, on pourra, si l’équation de la surface comprend n 1 paramètres arbi- 
traires, choisir ces paramètres de telle sorte que la courbe et la surface aient, 
en un point donné, un contact d’ordre n : on dit alors que la surface est oscula- 
trice à la courbe au point donné. 

L’équation du plan 

AX-|-BY-|-CZ-+-D = 0 

dépend de trois paramètres arbitraires, les rapports de trois des coefficients 
au quatrièmes On pourra donc les déterminer de telle sorte que le plan ait au 
point Al (f) un contact du second ordre avec la courbe 

*=A'). y=9{i)^ z=h{t). 
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Il suffira pour cela qu’on ait 

Ax -hBy -hCz H- D = 0, 
Ax' H- Bÿ' Gz' =0, 

Aæ"4-B£/"-f-Gz" =0. 

L’équation du plan cherché s’écrit donc 


X — æ Y — g 
x" tï 

x" y 


Z — Z 


z' =0. 


Z 


// 


On retrouve bien le plan que nous avions appelé plan osculateur. 

Pour que le contact fût du troisième ordre, il faudrait qu’on eût en outre 

Aæ"'-hB/'-4-Gz"' = 0; 


on dit dans ce cas qu’il y a surosculation^ ou encore que le plan osculateur 
est stationnaire. 

L’équation de la sphère 


{x — a)^-h(y — hy 4- (z — cy — P* = ü 


dépend de quatre paramètres : la sphère osculatrice en un point A d’une 
courbe G aura donc avec cette courbe un contact du troisième ordre en ce point. 

Prenons comme origine le centre O de la sphère osculatrice; son équation 
s’écrira 

Soit d’autre part M = M(s) 

l’équation de la courbe G. On obtiendra les conditions d’osculation en écrivant 
que l’équation 

[M(s)P-p^ = 0 

a une racine quadruple au point A. On aura donc en ce point de la courbe, 
avec les notations usuelles, 


On voit d'abord que le vecteur OM est normal en A à la courbe; on peut 
donc poser 


M = «13 -f- vb, 


U et V désignant des scalaires à déterminer. Si l’on porte celte valeur de M 
dans les doux dernières équations et qu’on y remplace en outre 


dt n 



Jb\ n dR 
Ty PP ds 


ôn aura, toutes réductions faites, 

dR 
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L’équation MO = Rw — ^ ^ ^ 

montre alors que le centre de la sphère osculalrice est sur la droite polaire, 
et que son rayon p est donné par la formule 

On pourra, à titre d’exercice, établir les propriétés suivantes : 

1® Le lieu du centre de la sphère osculatrice à une courbe G est l’arête de 
rebroussement de la surface polaire (n® 196). 

2® Si la surface polaire est un cône, la courbe G est une courbe sphérique. 
3® Si la sphère osculatrice a un rayon constant, la courbe G est une ligne 
à courbure constante ou une courbe sphérique. 

§ V. *— Enveloppes. 

203. Rappelons d’abord les résultats connus relatifs à l’enveloppe de la 
famille de courbes planes à un paramètre 

f{x, ij\ a) — 0. 

Si cette enveloppe existe, on obtiendra son équation en éliminant a entre 
les équations 

a) — 0, ^ = 0 {>). 

Quand l’élimination est impossible, il n’y a pas (rcnveîoppe; supposons-la 
possible et soit 

ï{(x,rj)=zi) 

l’équation obtenue. Gette équation représente une courbe qui est soit l’enve- 
loppe de la famille, soit un lieu de points singuliers des courbes de la famille, 
ou encore qui se décompose en deux courbes dont rune est l’eriveloppe et 
l’autre un lieu de points singuliers. 

Les points où chaque courbe de la famille est coupée par la courbe inlini- 
ment voisine sont les points où la courbe considérée touche l’enveloppe (points 
ca raclé ris liq u es ) . 

Si l’on a à chercher l’enveloppe de la famille 
F(x, y; a, h) — 0, 

où a et b sont deux paramètres satisfaisant à la relation 

ü(f/, 6)=:0, 

(q Cet énoncé suppose essentiellement la continuité de Si le long d’une courbe T du 

plan xOy, ^ devient infinie, le plan tangent à la surface représentée dans le système d'axes 

Oxya par l’équation f(x, y; a)tsrÔ est parallèle à Taxe Oa en chaque point de la surface 
qui se projette sur T : cette courbe joue donc le rôle d’un contour apparent, ou, ce qui revient 

au même, d’une enveloppe, bien que ne vérifiant pas l’équation 0 (cL» Boüligand, Géo~ 
métrie analytique, p. 238). 
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on Tobtiendra en éliminant a et 6 entre les équations 


F = 0, 


) = 0, 


' D(F, cp) 
Ü(a, 6) 


= 0 . 


Application. — On considère la famille de paraboles 

y ^.ax^-hbx 

oà a et b sont des paramètres variables. Quelle relation faut-il établir entre a et b pour 
que Vepveloppe de la famille à un paramètre ainsi obtenue ait un contact du second ordre 
avec chaque enveloppée? 

L’enveloppe est définie par les équations 

y=^ax^-[-bx-hj, ï)^’ 

c’est-à-dire que la seconde équation, où l’on remplace b par son expression en fonction 
de a, détermine a en fonction de x, et, en reportant cette valeur dans la première 
équation, on aura l’équation de l’enveloppe. 

On aura par suite, en chaque point de l’enveloppe, 

y' = 2ax + 6 + [x^ + (x + 5)^]'^ = 2ax + b, 

puis 

Sur chaque enveloppée on a d’ailleurs 

y' = 2ax-h by y'=2a. 

Les conditions du contact du second ordre se réduisent donc à l’équation 


(2x- 


(^\da 
da) dx " 


: 0 . 


Si ™ était nul, b, qui est fonction de a seulement, serait indépendant de x, et l’on 


dx 

ne pourrait avoir identiquement 


il reste donc 


.(x- 


k)da~ ’ 




: 0 , 


ou, en portant cette valeur dans l’équation précédente. 

Si l’on prend ^ = 0, la famille correspondante n’a pas d’enveloppe proprement 
dite : elle se compose de oo^ paraboles tangentes entre elles au point ^0, 


Soit maintenant 


5 = 2Xe'*; 
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à chaque valeur de X correspond une famille de paraboles 
y = 4- 2Xe'*x -t- 

dont l’enveloppe est définie par les équations paramétriques 
X — — Xe«, y =r -4- 

A chaque valeur de a correspondent un point de l’enveloppe et une parabole de la 
famille qui a un contact du second ordre avec l’enveloppe en ce point. 


204 . Passons maintenant aux. enveloppes de courbes gauches. L’équation 
vectorielle 


(2) ]V[=:M(/;a), 

où t est une variable et a une constante arbitraire, définit pour chaque 
valeur de a une courbe de l’espace à trois dimensions, et l’ensemble de ces 
courbes forme une surface. Nous allons montrer que, du moins en général, 
ces courbes n’ont pas d’enveloppe, c’est-à-dire qu’on ne pourra en général 
trouver de courbes E à laquelle soient tangentes les courbes (2). 

Remarquons d’abord que nous avons déjà étudié une question analogue 
dans le cas où les courbes (2) sont des droites : ces droites engendrent une 
surface réglée, et, en général, elles ne restent pas tangentes à une courbe, sauf 
le cas où la surface réglée est développable. 

Supposons donc que les courbes (2) aient une enveloppe E. A chaque 
valeur a du paramètre correspondront : 

1° une courbe de la famille, C; 

2° un point P où G sera tangente à E. 

On peut donc prendre l’équation vectorielle de E sous la forme 

P=P(«), 

et, puisque sur chaque courbe G il existe un point P, il existera aussi une 
fonction f = cp(a) telle que l’on ait 


M [4 (a); a] -P (a). 




La tangente à G au point P (a) est dirigée suivant le vecteur où / est 
remplacé par 9 (a) ; la tangente à E au même point est dirigée suivant le vecteur 


d? 


3M ,( . 


Æ. 

’ DU ’ 


Pour que les deux courbes soient tangentes en P, il faut donc et il suffit 
que l’on ait, en désignant par X un scalaire convenablement choisi, 
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Soient, en coordonnées cartésiennes, 

x = x(t;a), U = y(t;a), z = z{t;a) 
les équations de la famille de courbes. La relation (3) s’écrit 

(4) 


^ ^ 2 
yâ ‘ 77 / ?â ' r 


On a ainsi deux équations pour déterminer la fonction inconnue t — 'f{a) 
qui fera connaître l’enveloppe : on voit donc qu’en général le problème n'a pas 
de solution. 

Si les équations de la famille sont prises sous la forme 
(5) ¥{x, y, z;a) = Q, G(x, y, z; a) = 0,^ 

on peut poser / et considérer que ces équations définissent ^ et r en fonc- 
tion de / et a. On aura donc 


(6) 


?z ’ ?y ?z?a ?a 




et, comme 0, les équations (4) donnent 

et par suite, d’après (6), 

( 7 ) 


^=0, ^=0, 


5F 
5 a 


= 0, 


5 a 


= 0. 


On a ainsi en définitive quatre équations, (5) et (7), pour déterminer les trois 
fonctions æ(a), y {a) et z[a) qui définissent l’enveloppe. 

Application. — Déterminer la fonction U du paramètre u de façon que la famille de 
courbes gauches 


( 8 ) 


1 — 2au 


«- 

U — a — 


Ü-ha ’ U -H a 

ait d'une façon effective une courbe enveloppe. 


U-ha 


{Bordeaux, épreuve théorique.) 
Les équations (4) s’écrivent ici, quand on suppose U -f- a 0, 

2n2-f-2n(IJ — al]') + IJ' ^ f U') — U + iiU' 

On aura la condition de compatibilité en éliminant a. Il reste 
2U — uü' = 0, d’où U = /fU“. 


Il' 

- a tt • 


20^. Soit 

(9) M = M(£t, v; a) 

l’équation d’une surface S dépendant d’un paramètre a. 
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L’équation 

(10) M, =M[m, i;; cp(u, iJ)], 

où cp est une fonction bien déterminée de ii et v, représente une certaine sur- 
face S, et toute relation entre ii et v définit une courbe sur S et une courbe 
sur ü. En particulier, la relation 

u) = a 

définit évidemment la courbe d’intersection V de S et ü. 

Cherchons s’il est possible de déterminer la fonction cp de telle sorte que les 
plans tangents à S et S coïncident en tout point de V. 

Le plan tangent à S au point M a pour équation (n° 190) 

V / 

le plan tangent à S au point a de meme pour équation 

M,P. [(‘^ + A = 0. 

^ \'^v dv j \ 

Pour que ces plans coïncident en un point de r, il faut et il suffit que les 
vecteurs 

LM A — et LMLîA a I'— + — 

soient parallèles, ou encore que les vecteurs 

dM O- ‘ 1 ?? 


soient perpendiculaires à une meme direction, ou enfin que les vecteurs 

?M ?M ?M . ^ ^ . 1 T. 1 

— ) —5 — soient coplanaires, et comme en tout point de 1 on a 'j^==a. la 

condition cherchée s’écrit finalement 

^ ' \?ii ?v ?a / 


En résumé, l’équation (9) définit une famille de surfaces S à un paramètre a ; 
ces surfaces ont pour enveloppe une surface ^ dont on obtient l’équation en 
remplaçant dans l’équation (10) a par sa valeur en fonction de ii et v tirée 
de (11). 

Chaque surface S déterminée est tangente à ^ le long d’une courbe T, 
appelée caractéristique^ qui est définie sur S et sur S par l’équation (11) où 
l’on a donné au paramètre a la valeur correspondant à S. 

En coordonnées cartésiennes, soient 

x = x[u,v\a),* y = y{u,v;a), z = z(m, u; a) 
les équations paramétriques des surfaces S; on aura les équations de E en 
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remplaçant a dans les trois équations ci-dessus par sa valeur tirée de Téquation 

?x 

( 12 ) = 0 . 

V ^ «■>// 7ia 


?x 

;>x 


Ht 


Jâ 

UL 

II 

il 

DM 


3a 

Dz 

?z 

3Z 


dv 

3a 


A toute valeur de a correspondent d’une part une surface S, d’autre part 
une courbe de S, définie par l’équation (12), qui est précisément la caractéris- 
tique. 

On en déduit que, si l’équation de la famille de surfaces est prise sous la 
forme 

F(x, y, z; a)=:0, 

on aura l’équation de l’enveloppe en éliminant a entre les équations 
F(x, £/, z; a) = 0, = 

résultat déjà établi dans le cours de Mathématiques générales. Ces deux équa- 
tions étant équivalentes au système 

F(ir, y, z; a) = 0, F(cc, y, z; a~hda) = 0, 

on voit que la caractéristique de la surface S est la courbe d’intersection de S 
et de la surface infiniment voisine. 

Notons enfin qu’on peut avoir à considérer, dans une famille de surfaces à 
deux paramètres, 

F(x, y, z; a, 6) = 0, 

l’enveloppe d’une famille à un paramètre obtenue en établissant entre a et 6 
une relation 

a{a, b) = 0 . 

On peut considérer que cette relation définit b, par exemple, comme fonction 
de a ; on aura l’enveloppe au moyen des équations 


da dbda 


= 0 , 6 = 0 , 


?6 t>6 db p. 

:^a^?bda ’ 


ou encore, en éliminant a et 6 entre les trois équations, 

>'=»■ •='>. 

Remarque. — Des conclusions du n® 204 il suit que les caractéristiques 
d’une famille de surfaces à un paramètre ont une enveloppe. En effet les 
quatre équations (5) et (7) se réduisent ici aux trois équations 

F = 0, — = 0, .f^ = 0; 

- ?a ’ :ia^ ’ 
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c<es équations sont en général compatibles en x, y et 2 , et elles définissent 
l’enveloppe des caractéristiques. 

Appliquons ceci à la famille de plans 

(13) Ax -f- H- C 2 -+- D = 0 

où A, B, G et D sont des fonctions données d’un paramètre /. La caractéris- 
tique, définie par les équations (13) et 

(14) A'æ~h B'^ h- C'z H- D'~0, 

est une droite; la surface enveloppe est donc réglée, et comme les caractéris- 
tiques ont elles-mêmes une enveloppe, cette surface réglée est développable. 
L’arête de rebroussement de cette développable sera définie par les équations 
(13), (14) et 

A"x B"// H- G"z 4 - D" = 0. 

Inversement, soit 

M = M(s) 

l’équation d’une courbe G. Le plan osculateur en M a pour équation, avec 
les notations usuelles, 

(15) i).MP = 0. 

L’ensemble des plans osculateurs à la courbe G forme une famille à un 
paramètre; pour avoir la caractéristique, observons que l’équation (15) peut 
s’écrire 

i).(P — M) = 0; 

on aura donc, en tout point P de la caractéristique, 

jb.(P-M) = 0, 'g.(P_M)-Z).g = 0, 


OU, puisque 


clb n 

Jb.MP = 0, 


h n 

I2.MP=:0, 


ce qui montre que la caractéristique n'est autre que la tangente (^). Toute 
courbe G est donc l’arête de rebroussement de la développable enveloppée par 
ses plans osculateurs. 


206. Il nous reste à dire quelques mots des familles de courbes ou de 
surfaces à deux paramètres. 

Gonsidérons d’abord une famille de courbes G 

(16) M = M(Ga,p), 

a deux paramètres a et p : une telle famille prend le nom de congruence. Nous 
étudierons plus tard en détail les congruences de droites. Bornons-nous pour 
l’instant à montrer que les courbes définies par l’équation (16) sont tangentes 
k une surface qui est appelée la surface focale de la congruence. 

(^) On pourra de même vériRer que la caractéristique du plan normal est la droite polaire, 
et que cette droite touche son enveloppe au centre de la sphère osculatrice. 
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L’équation 

M. = M[ï(a, 

définit, en coordonnées curvilignes (a, p), une surface 5]. A chaque couple de 
valeurs de a et p correspondent ainsi : 

1° un point de yi ; 

2® une courbe G passant par M,, puisque pour / = cp(â, p) on a M = Mj. 
Cherchons si Ton peut déterminer la fonction cp de telle sorte que la courbe G 
soit tangente en à lù. Le plan tangent en à ^ a pour équation 


( 


M,P, 


i''® t''a t''a ’ r'p 


?P j 




la tangente en à G est dirigée suivant le vecteur 
le plan tangent à X, il faut et il suffit que Ton ait 


Æ 

?cp 


pour qu’elle soit dans 


\ .V® ’ .''a dx ’ i^cp ?p ?p 7 ' 


ou, apres simplification et remplacement de cp par 

/m îM\ .. 

V?/ ’ .''a ’ ?p/ ’ 

telle est l’équation qui définit la fonction / = cp(a, p). 

En coordonnées cartésiennes, soient 

x — x{t\ a, P), U = y{^r P)> ^ = a, P) 

les équations de la congruence. On aura les équations paramétriques de la 
surface focale en remplaçant dans les équations ci-dessus t par sa valeur en 
fonction de a et p tirée de l’équation 


dx 


Dz 

?t 

cV 


?x 

AV 

?z 


?a 

i''a 

?x 

^y 


w 




Si les équations de la congruence sont données sous la forme 
y, P) = 0, G(æ, y. z; a, p)=:0, 

on déduit sans peine de ce qui précède que les équations paramétriques de là 
surface focale s’obtiennent par résolution du système 


F = 0, 0 = 0, 


D(F, G) 
0(«, p) 


= 0 . 


Considérons en second lieu une famille de surfaces S à deux paramètres 


( 17 ) 


M v; oc, P). 
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L’équation 

(18) Mi = M[0(a, P), ô(a, P); a, p] 

définit, en coordonnées curvilignes (a, p), une surface S. A chaque couple de 
valeurs de (a, p) correspondent alors : 

1“ un point de S ; 

2° une surface S passant par 

Cherchons si l’on peut déterminer les fonctions 0 et cp de telle sorte que la 
surface S soit tangente en à la surface 

Soit N un vecteur normal en à S; pour qu’il soit aussi normal en 
à i], il faut que l’on ait 


N. 

/Æ ?0 

\:>ti M 

jM'I 

1 = 0 

OU 

?X 

N. 

/?McVj 

\7« 

r'' ü .K[i ,'>[i y 

)^0 

ou 

N ‘1“ 


Les vecteurs ^ et doivent donc être coplanaires aux vecteurs et 


?a ?p 
ce qui donne les conditions 


(19) 


( A>M .''M . 

\ V ) 

) [Æ c'^M 
^ \ c''P ^ 




= 0. 


Inversement, s’il existe des fonctions 


Uz=0(<X, p), V = 'f(7, p) 


satisfaisant aux équations (19), l’équation (18) représentera en général (^) une 
surface i: tangente à toutes les surfaces S représentées par lequation (17). 
Nous verrons tout à riieure que cette surface 2] peut ne pas constituer une 
enveloppe au sens ordinaire. 

Supposons en particulier que les surfaces S soient définies par une équation 
cartésienne 

F(-», i/,z; O, P) = ü. 


On déduit sans peine de ce qui précède que l’enveloppe ü, si elle existe, 
doit satisfaire aux trois équations 


( 20 ) 


F=:0, 




Chaque surface de la famille est alors tangente à l’enveloppe en un ou 
plusieurs points caractéristiques, qu’on obtient en résolvant le système (20) 
par rapporta æ, y, z. 


(1) Exceptioanellement il pourra arriver que celte équation représente une courbe ou 
môme un point. 
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Inversement, on démontre que Télimination de a et p entre les équations (20) 
conduit soit à une surface S tangente à toutes les surfaces de la famille, soit 
à un lieu de points singuliers de ces surfaces. Il faut d’ailleurs observer (^) 
que, si la surface II existe, il pourra arriver, dans certains cas singuliers, que 
toutes les surfaces enveloppées soient tangentes à ^ en un ou plusieurs points 
fixes, ou tout le long d’une courbe déterminée, la même pour toutes les 
surfaces de la famille. Par exemple si l’on applique cette méthode aux 
cylindres 

(21) + — «P — Z = 0, 

on trouve pour surface le cylindre 

— Z = 0. 

Chacun des oc^ cylindres correspondant à p^a- est tangent à S le long de 
la génératrice commune 

cc = a, z — <x^; 

mais un cylindre de la famille, choisi arbitrairement, ne sera tangent à S que 
le long de la génératrice commune à l'infini. Il est clair qu’en pareil cas la 
surface ^ ne peut être considérée comme iine enveloppe proprement dite; on 
peut en effet, il est facile de s’en assurer, établir entre a et p une relation 
telle que la famille des paraboles (21) du plan xOz ait pour enveloppe une 
courbe F choisie arbitrairement dans le plan ; il suffira d’imposer à F la condi- 
tion d’être tangente aux paraboles en leur point commun à l’infini pour que le 
cylindre de section droite F possède les mêmes propriétés que S relativement 
aux cylindres (21). 

207. Terminons ce chapitre par deux applications simples. 

I. — Lieu des foyers et enveloppe des directrices des paraboles qui ont en un point 
donné un contact du second ordre avec une courbe donnée. 

Prenons comme origine des axes le point donné, et comme axe des x la tangente 
en 0 à la courbe donnée, d’équation y = f(x). On aura donc 

AO) = o, /'(0) = o, /"(0) = ^, 

P désignant une constante convenablement choisie. 

L’équation des paraboles tangentes en 0 Ox peut s’écrire 
F (x, y) = (x cosf H- y sin çp)2 -f- 2cfy == 0. 

Posons F [x, /(x)] — ^ (x) . 

Les conditions du contact du second ordre s’écrivent 

Oî(0) = o, .qî'(o) = o, g}"(0) = o. 

Les deux premières sont réalisées d’elles-mèmes, et la dernière donne a — — p cos^ç. 
On aura alors pour l’équation des paraboles 

F (x, y) s (x cos 9 -h y sin çp)^ — 2py cos^ «p ^ 

^x — 1 8in<p cosep^ 4 - ^y ^ ços2<p^ — ^x sincp — y cos<p — ^ cos^^ =0. 


(0 E. Gau, Bulletin dvs Sciences mathématiques^ tome L, octobre 1926. 
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Le foyer ($, ?)) a donc pour coordonnées 

5 = ^ sincp coscp, Tr) = _^cos 29 ; 

on en déduit 



équation qui montre que le lieu des foyers est une circonférence tangente en O à Ox. 
L’équation des directrices 

xsincp — ycoscp — ^cos 9 = 0 

montre immédiatement que toutes ces droites passent par le point fixe ^0, — 0 ; c’est 
à quoi se réduit leur enveloppe. 

IL — On considère an plan variable P dont Véqaation en coordonnées rectangulaires 
est 

\ 4- y _ 6«2 — 3u<- = 0, 

U désignant un paramètre arbitraire. Montrer que Varête de rebroussement de la déve- 
loppable enveloppe du plan P est une hélice. Trouver les trajectoires orthogonales des 
génératrices de celte développable^ et reconnaître qu^elles sont situées dans des plans 
normaux aux génératrices du cylindre dont Vhélice précédente est une géodésique. 

{Caen, épreuve écrite.) 

L’arête de rebroussement est définie par les équations 

MSu^x-f-y — 6uz — 3u^ = 0, 

(22) ]zQux —Qz — i2a» = 0, 

( 36x — 3e>u2 = 0, 

d’où l’on tire 

x = u’^y y=0u^, 2: = 4 u®. 

Soit s l’arc de la courbe; on a 

dx 1 dy 18 ü 2 fjz Gu 

“ r+d 8P ’ ds ~ I^TSu^ ’ ds ~ 1 -h 1 8u- * 


On en conclut que la tangente fait un angle ^ avec 


la droite de cosinus directeurs 



la courbe est donc une hélice, géodésique d’un cylindre à génératrices 


horizontales (n® 188). 

Soient {dx^ dy, dz) et (Sx, 8y, 8z) deux déplacements infiniment petits sur la déve- 
loppable, dirigés l’un suivant une génératrice rectiligne, l’autre suivant une trajec- 
toire orthogonale de ces génératrices, les deux déplacements ayant une origine com- 


mune. On aura 


(23) 


' dx Sx -h dy 8y -h dz 8 Z == 0, 
i^u^Bx-h 8y— 6u8z==0, 


la deuxième équation exprimant q^ue le déplacement (Sx, Ôy, 8z) se fait dans le plan 
tangent P. Les génératrices rectilignes, définies par les deux premières équations (22), 
étant tangentes h l’arète de rebroussement, on aura 


dx dy dz . 

1 — I8«2'~6a’ 


Anal., II. 


8 
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les équations (23) donnent donc 


d’où 


8x-\- 18u^8y -f- 6 m8z — 0, 
ISu^ôx-h èy — 6«ôz — 0, 

5x-f-8y = 0, æH- y = Constante. 


Les trajectoires orthogonales cherchées sont les intersections de la développable et 
des plans 

x-{-y = Constante. 

/ 1 1 \ 

Ces plans sont normaux à la droite de cosinus directeurs (— -> -7 ^, 0 ), c’est-à-dire 

\v2 

aux génératrices du cylindre. 



CHAPITRE V 


ÉTUDE DES SURFACES EN COORDONNÉES CURVILIGNES 


SI, — Longueurs et aires. 


208. Nous allons, dans ce paragraphe, rappeler, en les complétant, les 
notations et résultats du n° 85. 

Une surface S est définie paramétriquement par les équations 
x — x{li,v), ^ = n), z — z{ii,v), 

que nous écrirons sous la forme d’une seule équation vectorielle 

M=r:M(w, n). 

On donne aux paramètres ii et v le nom de coordonnées curvilignes^ ou 
coordonnées de Gauss. 

Le plan tangent au point (æ, z) a pour équation 

A(X-.cc)-hB(Y — ,V)-f-C(Z-- z) = 0, 

où l’on a 


Az 

Le vecteur -- A 
Nous poserons 


g) _D(z, a?) _ I)(a?,//) 

D(w, u)’ D(w, u)’ D(u, u)’ 

donne 4onc la direction de la normale en M à la surface. 


( 1 ) 



A — 




le vecteur N est un vecteur de longueur 1, dirigé suivant la normale, et tel 
que le trièdre 


N 


soit direct. Les cosinus directeurs de N sont évidemment 

A B C 

v/A*-+-B®-^e2’ v/â?-4-6^ h-C^* 
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Toute relation entre u et définit une courbe de la surface. En particuliér, 
les courbes n = et = sont appelées courbes coordonnées. 

Sur toute courbe de S, on a 

aM=:— aan dv, 

d’où 

c/s* = Edu^ -h 2Fdudu -h Gdü*, 


■ ?u ‘ ?v ' 


■m'' 


A2-f-B*-f-G2 = EG- F2. 

Si l’on appelle 6 l’angle sous lequel se coupent en M les deux lignes coor- 
données, on a (n° 85) 

F 

C0S6 = -+- — 

"y/EG 

Quand la surface S est définie par l’équation 

on peut prendre x = «, i/ = v, et l’on a 

E = 1 -h F = pq, G = 1 4- 

P et q désignant comme habituellement ^ 

Rappelons encore (n° 86) que l’élément d’aire drs sur la surface S a pour 
expression 

d^ = ^EG— Y^dudv. 

Outre les six coefficients déjà connus, 

A, B, G, E, F, G, 

on utilise dans la théorie des surfaces trois autres coefficients que nous allons 
définir. 

Sur toute courbe de la surface, « et n sont fonctions d’un paramètre /, et 
l’on a 

c/M = —du -+■ — du. 

c/^M ==— 5 c/u* 4-2-— -c/ac/ü-h —â cfü^H cPu-i d^u, 

les différentielles étant prises par rapport à /. On en tire, en posant 

N.^ = E', N.:^ = F', N.^ = G', 

’ DUt>n ’ 3 y* ’ 

N . c/*M = — c/N • c/M = E'ciu* 4- ^rdudv 4- G'dv\, 
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et par suite, puisque 


N: 


?JIL Æ 
\/EG — 




/sM 

dm 

d-'M\ 

/dM 

dM 

d‘^M\ 


dM 

d^Mx 

\ DU ’ 

DU 



DU ’ 

DUDU/ 


DU ’ 



T2 


simr- 

Les expressions Edu^ - 
appelées les deux formes quadratiques fondamentales de la surface. 


v/EG — ; 
■^Ediidv -^Odv^ et E'du'^- 


V EG 

- SF't/üc/ü -I- sont 


§ IL — Théorème de Meusnier. — Indicatrice. 


209. Nous allons maintenant étudier la courbure des lignes tracées sur la 
surface S. Soient F une telle courbe, s son arc; le long de F, u et v sont des 
fonctions de s, et Ton a 

dm __ E'du^ -h W'dudv ij'dv^ 
ds^ Edid -f- "iFdudv -h (jdu^ 


D’autre part si Ton désigne par R le rayon de courbure de F en M, et par 0 
l’angle de N et de la normale principale positive, on aura 


On en déduit 

( 3 ) 


d^^'W — ~W 


cosO E'diâ ^E'dudv -f- G'c/n- 

R Edii^ -h "'lEdudv Gc/n^ ’ 


formule d’où nous allons tirer d’importantes conséquences. 

Soient M un point de S, II le plan tangent en M, P un plan passant par M 
et distinct de n, A l’intersection des plans P et II. Toutes les courbes de la 
surface qui passent en M et ont en ce point le plan P pour plan osculateur 
ont au.ssi pour tangente commune la droite A, et par suite admettent la même 

normale principale. Donc pour toutes ces courbes l’angle 0 et le rapport ^ 

ont, au point M, la môme valeur; il résulte de la formule (3) qu’elles ont 
aussi môme rayon de courbure, car la valeur du second membre de cette 

formule au point M ne dépend que du rapport En particulier toutes ces 

courbes auront même rayon de courbure que l’intersection de la surface S 
et du plan P. Nous sommes ainsi ramenés à étudier la courbure des sections 
planes de la surface. 

Considérons les sections planes de la surface ayant même tangente MT au 
point M ; pour toutes ces courbes la formule (3) montre que le rapport 
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conserve la meme valeur. En particulier pour la section normale, c’est-à-dire 

= 0 ou 0 = 7: suivant que MN est 
dirigé vers le centre de courbure O, 
de la section ou en sens contraire; 
si donc on désigne par p la valeur 
algébrique du segment compté 
positivement dans le sens MN, le 

rapport sera égal, pour la section 
,1 

normale, à -, et par suite il sera 

I 

égal à ~ pour toutes les sections 
planes considérées. 

cos6 1 

nr-p' 

d'où H = pcos6. 

Soit alors O le centre de courbure de la section oblique faite par le plan TMP 
(fig, 14); la formule ci-dessus exprime que le point O est la projection du 
point sur le plàti de la section. Nous obtenons donc le théorème suivant du 
à Meusnier : 

Le centre de courbure d'une section oblique est la projection orthogonale^ 
sur le plan de la section^ du centre de courbure de la section normale qui a 
même tangente. 

210. Il ne nous reste donc plus qu’à étudier la courbure des sections 

normales. Nous suivrons pour cela les 
variations de la grandeur algébrique p 
précédemment définie, qui renseigne à la 
fois sur la courbure d’une section normale 
et sur la position de son centre de courbure 
par rapport à la surface. 

Menons dans le plan tangent les tangentes 
MTj et MT^ aux courbes coordonnées 
V = G‘% U = . 

dirigées respectivement dans le sens des 

vecteurs et — . Soient MT la tangente 

DU ^ 

à la section normale V considérée, MU et Mi des vecteurs de longueur 
i portés par les demi-droites MTj, MTj et MT ; on aura, X et pi désignant 
des scalaires à déterminer, 

t = / ij -f- [^i2* 



la section par le plan TMN, on a 
N 
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D’ailleurs, sur F, u et v sont des fonctions de l’arc s, et l’on a 
ds :‘U ds ? t» ds’ 

d’où t = VE ^ “+■ ^ ^2, 

et par suite X = VE^, |jl = VG^. 

Ceci posé, à chaque direction de tangenle MT correspond une section 
normale, celle qui est déterminée par le plan NMT. Pour suivre la variation 
de la courbure quand le plan sécant tourne autour de MN, prenons sur MT 
un point I (fîg. 15) tel que 

mi = Vp«; 


le point I est réel ou imaginaire suivant que p est positif ou négatif. Soient 
($, r^) les coordonnées de I par rapport aux axes (obliques en général) MTj 
et MT^ du plan tangent; on a 


,dv 


(A) lz=Xs|p = ^J{>s|E-g-, •r) = ;^ Vp = \/?\/tî^- 

On a d’autre part, d’après (3), 

1 ^ E'dii^ -4- %Fdu dv -h 
P“ 

du • dv 


(^) 


ds^ 


Éliminons jj-- et entre les équations (4) et (5); on aura l’équation du lien 
de 1 sous la forme 

E VEG g 


C’est l’équation d’une conique de centre M; on l’appelle indicatrice de la 
surface au point M. Le genre de l’indicatrice est donné par le signe du 
F'2 _ e'G' 


discriminant 


w 


Si F'^ — E'G' < 0, l’indicatrice est une ellipse. Le second membre de la 
formule (3) conserve alors un signe constant quelle que soit la valeur du 

rapport On en déduit que toutes les sections normales par des plans 


passant par MN tournent leur concavité du meme côté du plan tangent : on 
dit alors qu’au point M la surface S est convexe. 

Si F'“ — E'G' > 0, l’indicatrice est une hyperbole. Les sections normales 
tournent leur concavité tantôt dans un sens et tantôt dans l’autre. On dit que 
la surface S est, au point M, à courbures opposées. 
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Enfin si F'^~E'G' = 0, rindicatrice est du genre parabole : elle se décom- 
pose en deux droites parallèles symétriques par rapport à l’origine. On dit 
que le point M est un point parabolique de la surface. 

211. Nous supposerons dans ce qui suit que l’indicatrice est une conique 
à centre non décomposée (F'^ — E'G' 

Dans une telle conique le carré du rayon vecteur issu du centre est maximum 
ou minimum quand le rayon vecteur est dirigé suivant les axes de la conique ; 
cela est évident pour l’ellipse, et facile à vérifier pour l'hyperbole. Il en 
résulte que le rayon de courbure est maximum ou minimum pour les sections 
normales suivant les axes de l’indicatrice : on les appelle sections normales 
principales^ et on donne aux rayons et centres de courbure correspondants 
les noms de rayons et centres de courbure principaux de la surface au 
point M. 

Nous allons déterminer les directions des axes de l’indicatrice {directions 
principales) et les rayons de courbure principaux. Pour cela partons de la 
formule 

1 _ E'dii^ -f- 2FV/U d v -}- 
(5 Edu^ “h 2Fdu du 4- Gdv^ 

que nous écrirons 

(6) (p E' — E) du' 4- 2 (p F' — F) du du 4 - (p G' — G) dy' == 0. 

A toute valeur de p cette équation, qui est du second degré en fait 

correspondre deux directions dans le plan tangent; il n’y a exception que 
quand on donne à p sa valeur maximum ou minimum, qui correspond aux 
directions principales, puisque p est égal au carré du rayon vecteur issu du 
centre : alors l’équation (6) doit avoir une racine double. On obtiendra donc 
les rayons de courbure principaux en écrivant que l’équation (6) a une racine 

double en ce qui donne 

(7) (p F' -- F)' - (p E' — E) (p G' — G) =: 0. 

Cette équation est bien du second degré, car le coefficient de p' est 
F'2 — E'G', quantité que nous avons supposée différente de zéro. D’autre part, 
d’après la signification géométrique de p, elle a toujours des racines réelles : 
on le vériQe algébriquement en remarquant que le premier membre de 

E 

l’équatiqn (7) est positif pour p == ^ et négatif pour p = 0. 

Cherchons maintenant les directions principales. Posons ^ = il faut 

trouver les valeurs de X pour lesquelles l’expression 

EX*4r2FX4-G 

Ë'X'4-2F'X4-G' 
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est maximum ou minimum. En annulant la dérivée, on a 

(EX -h F) (F'X -f- G') - (FX -f- G) (E'X h- F) = 0, 

ou encore, en remplaçant X par 


Edu -^Fdu Fdu -^Gdv _ 

E'dii-hF'dv Fdu-hG'dv 

Telle est l'équation qui définit les directions principales de la surface au 
point (m, ü). D’après leur signification géométrique, les racines de l’équa- 
tion (8) sont toujours réelles : on le vérifie algébriquement en remarquant que 
le premier membre de l’équation en X prend des valeurs de signes contraires 

pour X = 0etX = — 

Prenons comme nouveaux axes dans le plan tangent les axes de l’indi- 
catrice, MX et MY, et soient (X, Y) les coordonnées du centre de courbure I 
de la section normale NMT par rapport aux nouveaux axes, cp l’angle de MT 
et de MX, enfin pj et les racines de l’équation (7). On aura, puisque p^ et p^ 
sont les carrés des demi-axes de l’indicatrice. 


?i 


4 - 


X! 

P2 


1 ; 


d’ailleurs X = v'pcos<p, Y==v/psincp; 

on en déduit la formule c/’Euler 


1 _ cos^9 sin^9 
P“ Pi P2 ' 


212. On appelle directions asymptotiques sur la surface au point M les 
directions des asymptotes de l’indicatrice en ce point. En se reportant à 
l’équation de l’indicatrice 




on voit que ces diréctions sont données par l’équation 
E'du^ -f- 2F'd« dv -f- G'du^ = 0. 


Elles sont réelles et distinctes en tout point où la surface est à courbures 
opposées ; les sections normales correspondantes ont alors un rayon de cour- 
bure infini, c’est-à-dire que le point M est un point d’inflexion sur chacune 
d’elles. Les directions asymptotiques sont imaginaires en un point où la 
surface est convexe. Enfin il y a une seule direction asymptotique, réelle, en 
tout point parabolique de la surface. 

On appelle ombilic un point où les directions asymptotiques sont les 
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droites isotropes du plan tangent, c'est-à-dire un point où l’indicatrice est une 
circonférence. On sait que, pour que l'équation 

ax^ -h ^bxy cy^ = 1 

représente une circonférence en coordonnées obliques, l'angle des axes 
étant a, il faut et il suffit qu’on ait 

b 

cos a 


D’ailleurs, les axes MT, et MT 2 étant choisis comme il a été dit au 
n® 210, on a ici (n® 208) 


et l’équation de l’indicatrice peut s’écrire 


E'c, . «F'cosav ,G' .> . 

-£-5*4-2 — P — 5y) 


les ombilics seront donc donnés par les équations 


E'_F'_ 
E“ F"“ G 


Ces équations contenant deux inconnues, ii et les ombilics d’une surface 
sont en général en nombre limité. Il est évident qu’en . un ombilic les direc- 
tions principales sont indéterminées, puisque l’on peut prendre pour axes 
d’une circonférence deux diamètres rectangulaires quelconques : on voit d’ail- 
leurs bien, analytiquement, que si les relations (9) sont vérifiées, le premier 
membre de l’équation (8), qui définit les directions principales, est identique- 
ment nul. 

Remarquons enfin que si l’on prend l’équation de la surface sous la forme 

z = Aa'. î/)- 

on a, /), r/, r, s, t ayant les significations habituelles, 

p/ f P' ? Q' ^ 

~~ sji * 

L’équation aux directions asymptotiques s’écrit 

rdx^ H- ^2sdx dy 4 - Idy^ — 0 , 

et les équations aux ombilics deviennent 

r s t 

1 4- p“ ~~ pq 14 - 9 '** 


213 . Nous allons maintenant résoudre deux problèmes de Géométrie. 

Problème. — Trouver les surfaces dont tous les points sont para- 
boliques. 

Soit 


^ = y) 
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réquation d'une telle surface. On devra avoir identiquement 

— rt = 0, 

c’est-à-dire P — O. 

y) 

Cette équation exprime qu’il existe, entre 79 et une relation indépendante 
de cc et soit cp(/j). 

Posons U == px q y — z. On aura 


^~rx-hsy, 


: SX -h fy, 


d’où — y — rf) = 0. 

B(x,y) f 

Donc il existe aussi, entre ii et />, une relation indépendante de x et y, 
soit px -f- qy — z =z^\i(p). L’équation du plan tang’ent 

p{X — x)~hq(Y~y)-- (Z — z) = 0 

s’écrit alors 

/9X + cp(/))Y-Z-^(/>) = 0; 


c’est l’équation d’une famille de plans à un paramètre, ce qui montre que les 
surfaces cherchées sont développables. 

Le raisonnement serait en défaut si l’une des relations entre q et p ou entre 
U et /) se réduisait à la forme p — Q}^\ Mais les surfaces correspondantes sont 
alors évidemment des cylindres, et par suite la conclusion subsiste. 

Réciproquement toute surface développable répond à la question. En effet, 
le plan tangent 

pX -j- qY — Z — {px qy — z) = 0 


ne devant dépendre que d’un paramètre, on a nécessairement une relation de 
la forme 

?(/L 7) = ^^ 

d’où = 

\)(x, y) 


Problème, -r Trouver les surfaces réelles dont tous les points sont des ombilics. 
Prenons les équations aux ombilics sous la forme 


( 10 ) 


r _£^ t 

1 4- JO* ~~pq~ 7 - ' 


et soient (X, jji, v) les cosinus directeurs de la normale en M à la surface. On a, au 
signe près, 

y ^ P ^ g 

1 p-* -f- (/- ’ v'i -b- P'^ -+■ g^ 
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Par suite, — ne pouvant dépendre que de æ et ^ que de y, ces deux quantités se 

oy 

réduisent à une même constante, 

A 1 

Do; Dy a 

On en tire successivement 


^ P 
vAl -h - 


^ — (a; — Æo)^ — (y — ±: >,la^ — {x — Xq)'^ — (y — yo)‘^ ' 

^ (^ — ^fl) -H (y — y») dy 

dh — (y — yo)“ 

et enfin (x — .7*0)2 (y — yo)2 -h(z — = a2 : 

c’est l’équation générale des sphères. 

Les seules surfaces pour lesquelles le raisonnement puisse être en défaut sont les 
surfaces telles que 

1 -t-p2-|-q2==o. 


qu’on appelle développables isotropes, et qui sont évidemment imaginaires. Donc les 
sphères sont les seules surfaces réelles dont tous les points soient des ombilics. 


214. On peut dans certains cas trouver, par des considérations géomé- 
triques, les directions principales et les rayons de 
courbure principaux en un point. 

Prenons par exemple une surface de révolution au- 
tour d’un axe A. Le plan passant par M et A est un plan 
de symétrie II de la surface. Menons la normale en M, 
soit MN. Deux plans passant par MN et symétriques 
par rapport au plan II couperont la surface suivant deux 
courbes symétriques par rapport à 11, de telle sorte que 
ce plan est un plan de symétrie pour l’indicatrice. Il en 
résulte que la tangente au méridien passant par M 
est une direction principale; Fautre direction prin- 
cipale est donc tangente au parallèle. Un des centres 
Fig- 16- de courbure principaux est évidemment le centre de 

courbure de la méridienne au point M; Fautre 
centre est celui de la section normale tangente au parallèle. Mais le parallèle 
est une section oblique dont le plan est perpendiculaire à Faxe et dont le 
centre O est sur Faxe; donc, d’après le théorème de Meusnier, le centre de 
courbure de la section normale est le point O 2 , intersection de A et de la 
normale en M. 
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§ III. — Lignes asymptotiques. 

21o. On appelle lignes asymptotiques d’une surface S les courbes de la 
surface qui sont tangentes en chacun de leurs points à l’une des asymptotes 
de l’indicatrice relative à ce point. Ces courbes sont donc définies par l’équation 
différentielle 

E'du^ -f- ^Vdudu + G'dv^ = 0. 

Cette équation différentielle étant du second degré en il existe sur toute 

surface deux familles de lignes asymptotiques, qui sont imaginaires ou réelles 
suivant que la surface est convexe ou à courbures opposées. 

Tout le long d’une ligne asymptotique, on aura, avec les notations usuelles, 

N.6iM=:0, N.(/'M = 0, 

(n° 208). Il en résulte que le plan osculateur à une ligne asymptotique en 
un point est tangent à la surface en ce point. On peut prendre cette propriété 
comme définition : 

Une ligne asymptotique est une ligne telle que son plan osculateur soit 
constamment langent à la surface. 

En tout point d’une surface passent deux lignes asymptotiques, réelles ou 
imaginaires, tangentes aux asymptotes de l’indicatrice. 

Toute droite appartenant à une surface est une ligne asymptotique de la 
surface. En effet, le plan osculateur à une droite étant un plan quelconque 
passant par la droite, celle-ci satisfait évidemment à la définition des lignes 
asymptotiques, puisque d’autre part elle est dans le plan tangent. 

Considérons une surface réglée quelconque 

x = a{t)z-\-p{t), y =:b{t)z-\-q{i), z = z, 
où l’on a pris comme coordonnées curvilignes t et z. On trouve aisément G' = 0, 
et l’équation aux asymptotiques s’écrit 

[(6'z q') (a"z -h //) — (a'z p') {b"z -f- q")] dt^ 2(a'g' — b'p')dt dz = 0. 

Elle admet la solution évidente 

dt=:0, ou f = C*®; 
on a bien ainsi les génératrices rectilignes. 

Si la surface est développable, on a 

aY— ^y=o, 

et les deux familles d’asymptotiques sont confondues en une seule, savoir les 
génératrices rectilignes. 

Si la surface est gauche, la seconde famille d asymptotiques est définie par 
une équation de la forme 


^ = «z^.+-pz-|-Y, 
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OÙ a, P et Y sont des fonctions de t\ c’est une équalio&db Riccati. K eésulte 
des propriétés de celte équation que si Ton connaît une asymptotique de fa 
seconde famille, toutes les autres s’obtiendront par des quadratures. 

On sait que sur toute quadrique il existe deux familles, réelles ou 
imaginaires, de génératrices rectilignes : ce seront donc les deux familles 
d’asymptotiques de la quadrique. 

Remarque. — Pour former l’équation aux asymptotiques, on procède pra- 
tiquement de la façon suivante : 

Soit Ni un vecteur de composantes Aj, Bi, Cj, proportionnelles aux jaco- 
biens A, B, G. On aura 

N = ^Ni, 

k désignant une certaine fonction de u et n, d’où 

cm =z kem, -f- N/i/r. 

Or l’équation aux asymptotiques peut se mettre sous la forme 

(iN.c/M = 0, 

ou, puisque Ni.JM = 0, 

dNi.dM^O, 

c’est-à-dire finalement 

dA^dx -f- dB^dy dC4^dz === 0. 


On choisira k de telle sorte que A^ Bi, Ci. aient des expressions aussi 
simples que possible. 

On simplifie de même le calcul des rayons de courbure principaux et des 
directions principales. Posons en effet 

(/Ni . c/M = — E[du^- — 2F;(/(i dv - (}[du^‘ ; 
on aura = 


L’équation aux directions principales pourra donc s’écrire 


Enfin l’équation 


Edii —f— b dv Edii -f- Gdv 
E[dii -h F[du ^ F[du -h G;(/n 


i E'du- ^V'dudv -h G'dv"*^ 

P Edu'^ "'ZVdudü -H GdW ’ 


d’où l’on est parti pour le calcul des rayons de courbure principaux, prend 
la forme 


i _ E[du^ -f- ^F[dudv + G[du^ 
kp Edvd -\-^lFdudv ~{-rGdv- ’ 


et le calcul se continue sans difficulté. 
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§ IV. — Directions conjuguées. Réseaux conjugués. 


216 . Rappelons d’abord quelques propriétés élémentaires des coniques. 
Soit + 

réquation d’une conique rapportée à son centre, les axes étant quelconques. 
Coupons-la par une sécante 


et soient M' et M" les points d’intersection, M le milieu de M'M". On trouve, 
pour les coordonnées de M, 


(li) 


H— 2Bà^ -}— CX'^ ’ 


__ A-hBX^ 


Si, laissant X^ constant, on fait varier n, le point M décrit le lieu des milieux 
des cordes parallèles au diamètre 


y =: 

Les équations (11) montrent que ce lieu a pour équation 


y 


A-4-BX. 

B-f-CX,''' 


= X^æ ; 


c’est donc un second diamètre, et les coefficients X^ et X^ étant liés par la 
relation involutive 


(12) CX^X^ B (Xj -h X^) -}- A = 0, 

le premier diamètre est aussi le lieu des milieux des cordes parallèles au 
second; ces deux diamètres sont dits conjugués. Ainsi : 

Gëométriquemenl, deux diamètres sont conjugués quand chacun d’eux est 
le lieu des milieux des cordes parallèles à l’autre. 

Analytiquement, deux diamètres 

(13) y=\x, y — \x 

sont conjugués, quand leurs coefficients angulaires sont liés involutivement 
par la relation (12). 

11 résulte de la définition géométrique que les axes de la conique sont deux 
directions conjuguées. Ce sont les seules directions conjuguées qui soient 
rectangulaires; en effet, pour que les deux diamètres (13) se coupent à angle 
droit, il faut qu’on ait, en appelant 0 l’angle des axes, 

(14) 1 (Xj -f- X^) cos6 -f- Xj X 2 = 0. 

Les équations (12) et (14) donnent un seul système de valeurs pour X^X.^ et 
c’est-à-dire pour X, et X^. 

Il y a exception si les deux équations (12) et (14) forment un système indé- 
terminé ou incompatible. Dans le second cas, il suffira de poser \=z — y 

1^1 
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1 . 

>2 = — ? et les équations (12) et (14) sont remplacées par un système compa- 
■ 

tible en et qui donne — l’une des racines \ ou \ est 

donc infinie, c’est-à-dire que l'un des axes de la conique est parallèle à l’axe 
des y. Dans le premier cas, on aura 


G=: 


B 

cosO 


= A; 


la conique se réduit alors à une circonférence, et deux diamètres rectangu- 
laires quelconques forment bien un système de diamètres conjugués : en 
dehors de ce cas, les seuls diamètres conjugués rectangulaires sont les axes 
de la conique. 

Notons enfin que, d’après l’équation (12), il existe pour toute conique à 
centre deux directions dont chacune est conjuguée à elle-même : ce sont visi- 
blement les directions asymptotiques. 


217. On dit que deux directions en un point M d’une surface sont conju- 
guées si elles correspondent à deux diamètres conjugués de l’indicatrice eq ce 
point. Reprenons l’équation de l’indicatrice 




Pour que les diamètres 

soient conjugués, il faut et il suffit que l’on ait 


Soient ^ directions du plan tangent qui correspondent à ces 

diamètres conjugués; on tire des équations (4) 


(16) 


dv 

dü 



ov _ 



En éliminant et X.^ entre les équations (15) et (16) on a 
(17) E'duhu F' (c/a 8 n -h dvou) -f- G'c/aBa = 0. 

Telle est, sur la surface, l’équation aux directions conjuguées. 

Soient /*(«, n) = G*® et cp(a, ü) — G*® 

les équations de deux familles de courbes de la surface, telles que par tout 
point de la surface passe une courbe de chaque famille et une seule. Soient 
{du, dv) et (8w, Iv) des déplacements infiniment petits sur chacune des 
courbes passant au point M(a, v); on aura 

dv fn ^ ? • 
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Si, pogr ces valeurs de ^ et Téquation (17) est vérifiée identiquement, 

on dit que les deux familles de courbes forment sur la surface un réseau 
conjugué. On voit que les fonctions /* et 9 sont alors telles que Ton ait 


(18) 




\^U^V ?Vdu) 


0 . 

:> U U 


Si Ton se donne arbitrairement sur la surface une famille de courbes 


Au, v) = c^% 

on formera un réseau conjugué en lui adjoignant la famille définie par 
l’équation 

<p(u, v) = C^% 

où <p est une solution quelconque de l’équation aux dérivées partielles (18), 
dont l’intégration se ramène, comme on sait, à celle d’une équation différen- 
tielle du premier ordre. 

Cherchons en particulier à quelle condition les courbes coordonnées 
u = 0\ u = 

forment sur la surface un réseau conjugué. L’équation (18) se réduit ici à 

F' = 0. 

Cette condition, qui peut s’écrire (n® 208) 

\ ?U ’ iv ’ DUDü/ ’ 

sera vérifiée en particulier pour les surfaces telles que 

X =z f^{u) -h ÿ = /;(«) 4 - z = /'3(“)4-?3(i'). 

qui sont connues sous le nom général de surfaces de translation : les lignes 
coordonnées de chacun des deux systèmes sc déduisent de l’une d’elles par 
translation. 


218. Nous allons donner maintenant une définition géométrique des direc- 
tions conjuguées. 

Observons d’abord que l’on peut écrire avec les notations usuelles (n® 208) 


E'du» H- 2F'(/u dv -h G'dv^ = N . = N . du} -+- 2 — du du rfü* ) , 


d’où 



F' = N. 




G' = N. 


:)v'^ 


En dérivant par rapport à u et u chacune des identités 


N 



N. 


?v 


= 0 , 


on obtient alors les relations 
(19^ E^ = ^ ^ P' ^1^ , 


^ G' = — ^ 

c"' V ? U ^ *■> ü 


9 


[.aîné, Anal., IL 
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Soit maintenaat G une courbe tracée sur la surface S. Le plan tangent H 
à S en un point M de G enveloppe, quand M décrit G, une surface dévelop- 
pable, car c’est un plan mobile à un paramètre. Le plan II a pour équation, 
avec les notations vectorielles, 

N.1VIP = 0, ou N.(P — M) = 0; 
en tout point P de la caractéristique on aura donc 

N.(P — M) = 0, ^ — N.^=::0, 

s désignant l’arc de G, ou, puisque N. ^ = 0, 


N.MP=rO, 


Th 


.MP = 0. 


La caractéristique passe donc par le point M ; soient MT la tangente à G, 
MT' la caractéristique; je dis que ces deux directions sont conjuguées sur S. 

Soient en effet dM(du, dv) un déplacement infiniment petit suivant MT, 
BM(ou, oü) un déplacement infiniment petit suivant MT'. On devra avoir 


( 20 ) 


mais 


dN 


ch 0- 

— T- -H 7— BM==— owH ov\ 

^uds as Da ?v ’ 


l’équation (20) s’écrit donc, compte tenu des relations (19), 

E'daSa -f- F'(c/aBi; -f- dvùu) -f- G'dvZv = 0 : 

c’est précisément l’équation qui exprime que les directions MT et MT' sont 

conjuguées sur S. 

On peut donc prendre pour défi- 
nition des directions conjuguées la 
propriété géométrique que nous ve- 
nons d’indiquer. M. Kcenigs en a 
déduit un moyen très simple d’obtenir 
immédiatement et sans quadrature 
un réseau conjugué sur une surface 
quelconque : les sections planes 
d'une surface S par les plans issus 
d'une droite fixe A et les courbes de 
contact des cônes circonscrits ayant 
leurs sommets sur A forment sur la 
surface S un réseau conjugué. 

En effet, soient G l’intersection de la surface S et d’un plan II issu de A, 
la courbe de contact de S et du cône de sommet I, le point I étant sur A, 
enfin A un point commun à G et G^. La développable circonscrite à S le long 
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de C^ étant précisément le cône de sommet I, la droite AI et la tangente en A 
à sont des directions conjuguées; mais AI, qui est une droite du plan TI 
tangente à S, est évidemment tangente à C au point A : le théorème de 
M. Koenigs en résulte immédiatement. 

On voit sans peine ce que devient ce théorème quand la droite A est rejetée 
à l’infini. 


( 8 ) 


S V. — Lignes de courbure. 

219. On appelle ligne de courbure d’une surface S une ligne tracée sur 
cette surface et tangente en chacun de ses points à Fun des axes de l’indica- 
trice en ce point. Les lignes de courbure sont donc définies par l’équa- 
tion (8) {n^ 211) 

Edu -h Fdu Fdu -hGdu r 

E'da-{-F'dv F'dii-hG'dv 

Cette équation est du second degré en il résulte de la théorie des équa- 
tions différentielles qu’en tout point de la surface (distinct d’un point singulier 
ou d’un ombilic) passent deux lignes de courbure qui s’y coupent à angle 
droit; d’après leur définition même, ces lignes sont toujours réelles, tandis 

qu’il n’en est pas nécessairement ainsi, comme 
N nous l’avons vu, des lignes asymptotiques. 

D’après ce que nous avons dit au paragraphe 
précédent, les lignes de courbure constituent sur 
la surface un réseau à la fois orthogonal et Con- 
jugué, et c’est le seul réseau possédant cette 
double propriété. 

En un ombilic de la surface, les directions 
principales sont indéterminées: tous les points 
d’une sphère étant des ombilics, une ligne quel- 
conque tracée sur la sphère doit être considérée 
comme une ligne de courbure. 

Soit C une ligne de courbure de la surface S. 
Le plan tangent à S tout le long de C enveloppe une développable A ; soit MP 
sa caractéristique au point M. Menons la tangente MT à et la normale MN 
à S au point M. 

MP est la direction conjuguée de MT; elle lui est donc perpendiculaire, et 
par suite l’arête de rebroussement de A, qui est l’enveloppe de MP, est une 
développée de G (n° 196). Or MN est constamment perpendiculaire à MP, 
donc elle reste aussi tangente à une développée de C, et par suite elle engendre 
une surface développable. 

Réciproquement, soit G une courbe de S telle que la normale à S le long 
de G engendre une développable; MN restera tangente à une développée de C, 
et par suite il en sera de même de la droite MP menée dans le plan tangent 



Fig. 18. 
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perpendiGuIairement à MT. Cette droite MP engendrera donc une dévelop- 
pable circonscrite à S le long de G, et la caractéristique du plan tangent à S 
le long de G sera précisément, au point M, la droite MP. Les directions MT 
et MP, étant à la fois orthogonales et conjuguées, sont les directions princi- 
pales, et par suite G est une ligne de courbure. 

On peut donc définir géométriquement les lignes de courbure de la façon 
suivante : 

On appelle ligne de courbure dune surface S une ligne G tracée sur S et 
telle que la normale à S /e long de G engendre une développable. 

Il résulte immédiatement de cette définition que toute courbe tracée sur 
un plan doit être considérée comme une ligne de courbure du plan. 

On peut déduire de ce qui précède une nouvelle forme de l’équation diffé- 
rentielle des lignes de courbure. Soient P une ligne tracée sur S, M un point 
variable sur F, le vecteur proportionnel à N de composantes (A, B, G), 
enfin P un point quelconque sur la normale en M à S. Gette normale engendre, 
quand M décrit F, une surface réglée d’équation 

P=:M-f-ûN^, 


P désignant un paramètre arbitraire, M et des fonctions de l’arc s de F; 
pour que cette courbe soit une ligne de courbure de S, il faut et il suffit que 
la surface réglée ci-dessus soit développable, ce qui s’écrit (n® 191) 


ô’est-à-dire 


( 21 ) 


/du 

[ ds 

Np 

II 

= 0, 

dx 

dy 

dz 


A 

B 

G 

= 0. 

dk 

dB 

dC 



Supposons encore que la surface S soit définie par une équation de la forme 

^ = y). 


La normale au point (æ, //, z) a pour équations 
X — X Y — y Z — Z 
P 7 — ^ 

c’est-à-dire 

X = — />Z -h (x H- pz), 

Y = — çZ ■+- (y + qz). 

Pour que cette droite engendre une surface développable, il faut et il suffit 
que l’on ait (n*^ 193) 

d {x -\-pz) d {y qz) 

dp dq ’ 

dx P dz dy -\~qdz 

dp dçr ’ 

dx~h P ip dx -+- q dy) dy q (p dx H- g dy) 

rdx-\-sdy sdx-j-tdy ’ 


ou 
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ou enfin 

[(1 -f- p^)dx pqdij][sdx'i- tdy) — [pq dx-\-(i-h q^)dy] {rdx-\~s dy) = 0.; 
telle est l’équation qui définit dans ce cas les lignes de courbure. 

220. Théorème de Joachimsthal. — Si V intersection de deux surfaces est 
une ligne de courbure sur chacune d'elles, elles se coupent sous un anyle 
constant tout le lony de celte liyne. 

En effet, soient M un point de l’intersection G, MN, et MNo les normales 
aux deux surfaces en ce point; MN^ et MN.^ restent tangentes à deux déve- 
loppées de G, et par suite (n® 190) elles font un angle constant. 

Réciproquement , si deux surfaces se coupent sous un anyle constant, et si 
leur intersection est une ligne de courbure pour lune, elle l'est aussi pour 
l'autre. 

En effet, si MN^ par exemple reste tangente à une développée de G, il en 
sera de même de MN.^ qui fait avec MN^ un angle constant : donc G est aussi 
une ligne de courbure sur la seconde surface. 

Gorollaiiie. — Si un plan ou une sphère coupe une surface quelconque 
sous un angle constant, rintersection est une ligne de courbure de la sur- 
face. 

Remarque. — Une surface S dont toutes les normales concourent en un 
point fixe O est une sphère de centre O. En effet, prenons le point O comme 
origine; on aura, avec les notations habituelles, en désignant par M un point 
de la surface et par p la distance GM, 

M=rpN, 

d’où dM = Nc/p-i-pc/N. 

Multiplions scalairement par N; il reste 

(/p=:Ü, p = OM=:G'^ 

Le théorème de Joachimsthal permet alors d’établir très simplement que 
toute surface réelle dont tous les points sont des ombilics est une sphère. En 
effet, soit S une telle surface : toute ligne tracée sur S est ligne de courbure 
de S, donc tout plan coupe S sous un angle constant. Soient alors A et B 
deux points quelconques de S : le plan norù^al en A qui passe par B est aussi 
normal en B, donc deux normales quelconques sont concourantes, ce qui 
n’est possible que si toutes les normales concourent en un seul point. 

221. On utilise assez souvent avec avantage, dans la recherche des lignes 
de courbure, des considérations géométriques. 

Par exemple il résulte des remarques du n° 214 que sur toute surface de 
révolution les méridiens et les parallèles constituent les deux familles de 
lignes de courbure. On peut encore le vérifier en remarquant que les normales 
à la surface engendrent un plan le long d’un méridien et un cône le long d’un 
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parallèle. Signalons en passant que si la méridienne coupe Taxe de révo^ 
lutîon à angle droit, le point d’intersection sera un ombilic de la surface; si 
elle le coupait obliquement, le point d’intersection donnerait un point conique 
de la surface. 

Prenons maintenant les surfaces développables. Les génératrices rectilignes 
forment une première famille de lignes de courbure, puisque les normales à la 
surface le long d’une génératrice rectiligne engendrent un plan. L’autre famille 
de lignes de courbure sera formée des développantes de l’arête de rebroussement. 

On donne le nom de surface canal à la surface S enveloppe d’une sphère S 
de rayon constant R, dont le centre décrit une courbe 
quelconque r. Deux sphères quelconques se coupent 
suivant un petit cercle dont le plan est perpendicu- 
laire à la ligne des centres; il en résulte que la caracté- 
ristique de la sphère S de centre Al^est un cercle de 
rayon R dont le plan est perpendiculaire à la tangente 
MT à F : S et S étant tangents le long de ce cercle 
(n° 205), c’est une ligne de courbure de S, d'après le 
théorème de Joachimsthal. Ainsi une première famille 
de lignes de courbure se compose de cercles de rayon R 
ayant leurs centres sur F et situés dans les plans nor- 
maux à F. 

D’une façon plus générale, on voit de môme que 
toute surface enveloppe d’une famille de sphères à un paramètre admet comme 
première famille de lignes de courbure des circonférences. Réciproquement, 
si une surface admet comme lignes de courbure une famille de circonférences, 
elle peut être considérée comme l’enveloppe d’une famille de sphères à un 
paramètre. En effet, d’après le théorème de Joachimsthal, la sphère qui passe 
par une circonférence ligne de courbure et qui est tangente à la surface en un 
point de cette circonférence lui est tangente tout le long de la circonférence, 
ce qui prouve bien que l’on peut considérer la surface comme l’enveloppe 
d’une famille de sphères à un paramètre. 

Si les deux familles de lignes de courbure d’une surface S sont des circon- 
férences, il résulte de ce qui précède que S pourra être considérée de deux 
façons comme l’enveloppe d’une famille de sphères à un paramètre. Soient 
une sphère de la première famille, G, sa courbe de contact avec S; par tout 
point de passe une ligne de courbure de la seconde famille, c'est-à-dire que 
toute sphère de la seconde famille est tangente à en un point de G,. Prenons 
alors trois sphères de la première famille; il est facile de constater 

que les sphères tangentes à trois sphères fixes forment une famille de sphères 
à un paramètre, donc la seconde famille de sphères se compose des sphères 
tangentes à S 3 . Ainsi la surface dont les deux familles de lignes de 

courbure sont des circonférences est l’enveloppe des sphères tangentes à trois 
sphères fixes. Cette surface porte le nom de cijclide de Dupin. 
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222. Systèmes triples orthogonaux. — Considérons le système d’équations 


^ = Apir Ps)^ y = 9 (pl7 P2» Pâ)» 2: = h P3). 


A tout système de valeurs des paramètres pg, pg, ces équations font corres- 
pondre un point M de coordonnées x, y, z par rapport à trois axes rectangu- 
laires Occ, Oÿ, Oz. Nous poserons, comme habituellement, 


( 22 ) 

Si l’on a 


M M(pj, P2, Pg). 


(Æ Æ 



0, 


ce que nous supposerons dans la suite, à tout point de l’espace correspondra 
inversement un système de valeurs des paramètres p,. 

Si on laisse pi constant, le point M décrira une surface S, que nous dirons 
appartenir à la famille (pe) (/=i: 1, 2, 3). Ôn peut donc dire qu’un point quel- 
conque de l’espace est déterminé par l’intersection de trois surfaces apparte- 
nant aux familles (pj, (p.J et (P3) respectivement. 

Supposons maintenant que deux surfaces quelconques, appartenant à deux 
familles ditférentes du système, se coupent à angle droit tout le long de leur 
intersection : l’équation (22) définit dans ce cas un système triple orthogonal. 
Alors sur une surface quelconque de la famille (pj, par exemple, les courbes 

P, =3 0*% Pg=G‘^ 


forment un réseau orthogonal, et l’on a 

?P2 .''Pg 

On a de meme 

et 

Dérivons ces identités par rapport à pj, p^ et pg respectivement; on aura 


m 



.''-’M 

= 0, 

^92' 


"^^''Ps ' 


Æ 


i 

.v^M . 

=0, 

‘'p3 


^^Pl 




+< 1 “. 

*•>^111 . 

= 0, 



‘'P2 

‘''p3^''Pl' 


_îM 




?Pl *^^P2?P3 


'•’PPPi 


‘■'Pi^Pî' 


Considérons alors une surface S^ de la famille (p^) : l’équation (22), où p^ est 
constant, représente cette surface en coordonnées curvilignes pg et pg. On a 
d’ailleurs identiquement 


dM 


.''M 


.''M 
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les vecteurs 


dM 


— et 

Dp3 ?pa?p3 


^ ^ , étant perpendiculaires à un même vecteur ^ , 


sont coplanaires, et par suite on a aussi 


/dM ^ 

VDp,’ DP3’ 

relation qui exprime (n° 217) que les lignes 

p,= Cte et p 3 = Gt« 

forment sur un réseau conjugué. Ce réseau est aussi orthogonal, puisque 


donc c’est le réseau des lignes de courbure. Nous obtenons ainsi le théorème 
dû à Dupin : 

Les surfaces cTun système triple orthogonal se coupent suivant leurs lignes 
de courbure. 

Il est clair, en effet, que sur la surface S^, les lignes 




par exemple, sont les intersections de S, et des surfaces de la famille (p.J. 


223. Remarques. I. — Il importe de bien faire la distinction entre les 
lignes de courbure et les sections normales principales. Les sections normales 
principales ont pour centres et rayons de courbure les centres et rayons de 
courbure principaux de la surface, mais il n’en est pas ainsi des lignes de 
courbure : en particulier la normale principale à une ligne de courbure n’est 
pas dirigée suivant la normale à la surface, sauf dans le cas exceptionnel où 
cette ligne de courbure serait en même temps géodésique. 

De même la section normale en M suivant une direction asymptotique 
présente en général un point d’inflexion en M, correspondant à un rayon de 
courbure infini (form. 5); mais il n’en est pas de même de la ligne asympto- 
tique correspondante : elle a en général au point M un rayon de courbure fini, 
dont la valeur ne peut d’ailleurs se tirer de la formule générale (3), car on a par 

définition 6 = ^, et cette formule donne pour R une expression de la forme 
II. — Soient et p.^ les racines de l’équation (7) 

(p F — F)2 — (p E' — E) (p G' - G) = 0, 


qui sert à calculer les rayons de courbure principaux. On donne à l’expres&ion 
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le nom de courbure moyenne, et à Texpression 

J_ 

P1P2 

le nom de courbure totale de la surface aü point M. 

Les surfaces dont la courbure moyenne est constamment nulle ont reçu le 
nom de surfaces minirna; elles sont caractérisées, d’après ce qui précède, par 
la relation 

E'G — 2FF -4-EG' = 0. 

En particulier, si l’équation de la surface est prise sous la forme z~f{x,y), 
la relation précédente s’écrit, avec les notations habituelles, 

r(l H- q^) — '^pqs-\-t(i -{-p^)z=zO\ 

c’est l’équation aux dérivées partielles des surfaces minirna. 

En tout point d’une surface minirna, l’indicatrice est une hyperbole équila-* 
tère, puisque les carrés des demi-axes sont égaux et de signes contraires. Les 
directions asymptotiques sont alors rectangulaires en tout point de la surface, 
et réciproquement. 

En ce qui concerne la courbure totale, 

1 _ E^G^ — F ^ 

EG — F“ ’ 

Gauss en a découvert une propriété fort importante, à savoir qu’elle peut 
s’exprimer au moyen des coefficients E, F, G et de leurs dérivées, ce qui 
Entraîne, nous le verrons plus tard, que la courbure totale se consefvc dans 
toute déformation de la surface. 


Le calcul n'olTre pas de difficulté. On part des formules 


E' = 


t 

s/EG — F2 


/JM 

dM 

dm\ 

P’/ I / D M 

dm 

D^M \ 



DuV’ 

y/EG — F=^ 

Dy 

DuDü / 


1 pM 

fËG — F- \ ^ U :!>v J V- / 


et l’on en déduit, en appliquant la règle de multiplication des déterminants, 


/J» 

‘Y 

dM dM 

dm 

D^M 


E 

F 

dm 

D^M 

\Dü 

■) 

DU Du 

DU 

DU- 



Du 

Du‘-* 

dm 

dM 

a 

DM 

p-'M 


F 


dm 

D-^M 

Dü 

DU 

Du ‘ 

Du- 

~ 

G 

Du 

Du-* 

d^M 

dm 

p-^M dm 


D^M 


d^m ^ m 

D^M dM 

d^M 

D^M 

Du^' 

' DU 

DU** ' DU 

Du^ 

' Du2 


DU*' ’ Du 

D U^ DU 

DU** 

' DU* 


et de même 

E 


V - , 

F 


dm D^M 

DU ’ DUDU 

(EG-F2)F''* = 

F 


G 


dm D*M 
Du ’duDu 


D^M 

m 

D^M 


p^M y 


DuDu 

Du 

DUDU ’ 

DU 

VDuDu/ 



138 GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE 

En faisant le développement des déterminants, on voit que les seuls produits sca- 
laires qui contiennent deux dérivées du second ordre, savoir et 

reront, dans chacun des déterminants, avec le même coefficient, EG — ; pour établir 

le théorème de Gauss, il suffira donc de montrer que les scalaires 



Æ 


d*M 

dm 

m 

DU 

Du- ’ 

DU ‘ 

DuDu’ 

DU 

’ Du* 

dJM, 

d-m 

m 

D*M ^ 


D*M 

DU 

‘du‘^’ 

DU 

DuDU 

DU 

’ DU* 


D^M 

m 

/d*M\ 

2 



DU- 

DU* 

Vdudu/ 

1 



s’expriment au moyen de E, F, G et leurs dérivées. Or, des équations do définition 
/c^M\2 ^ dm 3M ^ /dM\2 

\Ya) \Yj) 

on tire aisément, en dérivant alternativement par rapport k u et y, les six relations 



D*M 

IdE 


D*M IDE 



idG 

DU 

■ Du‘-2 

""2 du’ 

DU 

DuDu 2 Du ’ 

DU 

’ D u* DU 

2 DU 


D*M 

— 


DM D*M _ 

idg 

d*m 

_4dG. 

DU ‘ 

' DU* 

““du 

2 du’ 

Du DUDU 

2Du’ 

DU * DU* ' 

” 2 Du ’ 


dérivant la troisième par rapport à u, la seconde par rapport à u, on a, par soustraction, 

Dü'^' Da* \D«Dy/ DuDu 2\Dy^~^DUv’ 
et le théorème de Gauss en résulte immédiatement. 


§ VI. — Lignes géodésiques. 


224. Nous allons maintenant traiter, relativement à une surface quelconque, 
un important problème de variation. 

Soient A et B deux points déterminés sur cette surface. Proposons-nous de 
déterminer une courbe de la surface joignant ces deux points, et dont la lon- 
gueur soit un extremum. En désignant par s l’arc de la courbe, nous aurons 
à annuler la variation de l’intégrale 



ds. 


Reprenant les notations du n® 78 relatives au calcul des variations, on voit 
immédiatement que la commutativité des lettres c/ et 8 s’applique encore dans 
le domaine vectoriel. 

Soient u et y deux vecteurs quelconques; on aura 

2 v/ii,y 

En particulier, u désignant comme d'habitude la longueur du vecteur u, on a 

r. /TTTw U.SU u ^ 
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Ceci posé, on a successivement, en remarquant que dUL est un vecteur de 
longueur ds, 

i=fjwr. 









dm 

ih' 


Or les variations aux limites sont nulles, puisque les points A et B sont 
fixes; on a d’ailleurs, avec les notations usuelles. 


jdm J. nds 


L’équation BI = 0 se réduit donc à 



n.8M = 0 

(n° 79). Dans cette relation, le vecteur BM est seulement assujetti à se trouver 
dans le plan tangent à la surface, donc la relation 


N.BM = 0 

doit entraîner 

I2.5M = 0, 

ce qui n’est possible que s 

i l’on a 


fl = ihN, 

c’est-à-dire si la normale principale à la courbe coïncide avec la normale à la 

surface. 



On donne aux courbes possédant cette propriété le nom de lignes géodé- 
siqiies de la surface. Par exemple les géodésiques d’une sphère sont les 
grands cercles, car les normales principales forment dans ce cas une dévelop- 
pable (cône), ce qui n’est possible (n® 194) que si la courbe correspondante 
est plane. 

On peut former de la façon suivante l’équation différentielle des lignes 
géodésiques. Soit u = /’(«) l’équation d’une telle ligne; on aura 


î= r ds= f yjE-h'^Fu' -hGv'^du— f '^{u,v,v)du, 
J AU J An J Ah 


et réquation 

est équivalente (n° 79) à 
(23) 


81=0 


=0- 
dmv' ’ 


c’est l’équation différentielle des géodésiques. 

La détermination des géodésiques d’une surface se fait aussi très simple- 
ment à l’aide de considérations empruntées à la dynamique du point. Consi- 
dérons un point mobile sans frottement sur la surface, et soustrait à l’action 
de toute force extérieure; la seule force qui agisse sur lui est la réaction 
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normale de la surface, et Ton sait que cette force est dirigée suivant la 
normale principale à la trajectoire : celle-ci est donc une gépdésique de la 
surface. 

Prenant alors la masse du point égale à 1, désignons par des accents les 
dérivées par rapport au temps. On aura, avec les notations habituelles de la 
dynamique, 

2T = ~ = E«'^ 2Ff('y' H- Gi>'^ 

U = 0. 

Les équations de Lagrange donnent ensuite 

:>ii ’ TfDi; dv ’ 

Tune de ces équations, la plus compliquée, sera remplacée par l’équation des 
forces vives 

EM'^-H■2FaV-^Gl;'2 = C'^ 

L’intégration de ces équations donnera les géodésiques de la surface. 


Revenons à l’équation (23), et supposons que les courbes coordonnées forment sur 
la surface S un système orthogonal. On aura F — 0; l’équation (23) prend alors la 
forme 


2 


v/E 


f--+— 


V'E 


(W' d (; 

-h du \JW- 


Pour que, sur la surface S, les courbes v = G‘® soient des géodésiques, il faut et 
il suffit que l’équation ci-dessus admette l’intégrale î; = C‘o, c’est-à-dire que l’on ait 
JE 

— = 0. Le coefficient E ne doit donc dépendre que de u, et le ds^ de la surface sera 
de la forme 


d6'«==E(u)d«2-f-G(«, v)dy2. 


il suffira alors de remplacer a par J sl^du pour obtenir la /orme géodésiqiie de l'élé- 
ment linéaire, 

= d«2 H- G(«, v)dî;2. 


Ainsi quand le ds* d’une surface est mis sous la forme précédente, les courbes 
î;=:C‘® forment sur cette surface une famille de géodésiques. 

Si la surface S est une sphère, on peut prendre comme courbes v = C*® les grands 
cercles orthogonau.\ à une courbe donnée F; les courbes a=^ G‘®sont alors les trajec- 
toires orthogonales de ces grands cercles. On vérifie aisément que deux trajectoires 
déterminées interceptent sur tout grand cercle orthogonal un arc constant; de plus, 
les tangentes en deux points situés sur le même grand cercle sont parallèles. Ces 
courbes jouissent donc de propriétés analogues aux courbes planes parallèles, et on 
les appelle pour cette raison courbes parallèles. 

Par extension, sur une surface quelconque, les trajectoires orthogonales des géodé- 
siques C‘e sont aussi nommées courbes parallèles, bien que la propriété du paral- 
lélisme des tangentes ne subsiste pas. 

Il résulte de la théorie des équations différentielles, l’équation (23) étant du second 
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ordre, qu’une géodésique sera complètement déterminée par la condition de passer 
par un point et d’avoir en ce point une tangente donnée. 

Remarque. — Dans une région suffisamment petite d’une surface S, l’arc de géodé- 
sique joignant deux points Mo et est un chemin minimum. 

Soient en etîet («o» ^o)> (“n coordonnées des deux points Mq et Mp Un arc 

quelconque allant de Mq en est défini par une équation de la forme v = 0(u), avec 
les conditions aux limites i>o = 6 (üo), v^=: 0(«4). Le de la surface étant mis sous 
la forme 

ds2 = du^ 4- G(u, v)dv^j 
on aura, sur la courbe considérée, 

arcMoMt== f \/l -h G(u, 0) 0'^du, 

donc 

arcMoMi>|«i — «ol» 

le cas d’égalité correspondant au cas où ô' = 0, c’est-à-dire au cas des lignes géodé- 
siques. 

Il est clair que ce calcul suppose vérifiées des conditions de continuité et d’unifor- 
mité qui ne seront réalisées, du moins dans le cas général, qu’en des portions bornées 
de la surface S. 


§ VII. — Développée d’une surface. 

Nous avons vu précédemment (n° 206) qu'une congruence de courbes 
admettait en général une surface enveloppe, ou surface focale. Or les normales 
à une surface S forment bien une congruence, car leurs équations contiennent 
les deux paramètres u et v qui fixent le pied de la normale sur la surface; elles 
enveloppent donc une surface S, qui est appelée la développée de S. 

Soit 

f[u,v, a)=:0 

l’équation d’une famille de lignes de courbure de S. A chaque valeur de a 
correspond une ligne de courbure (a); la normale à S le long de (a) reste, 
comme on sait, tangente à une développée de (a). Quand a varie, cette déve- 
loppée engendre une surface et l’on voit que toutes les normales à S sont 
tangentes à : la surface constitue une nappe de la développée. 

A chaque ligne de courbure de S correspond la développable engendrée par 
les normales à S le long de cette ligne de courbure : on donne à ces dévelop- 
pables le nom de normalies. Il y a donc deux familles de normalies associées 
à S, correspondant aux deux familles de lignes de courbure. La surface est 
le lieu des arêtes de rebroussement des normalies de la première famille. 

Aux normalies de la seconde famille correspond de meme une surface 
lieu des arêtes de rebroussement : c’est la seconde nappe de la développée. En 
général, les deux nappes et ne seront pas analytiquement distinctes, 
c’est-à-dire seront représentées par une seule éejuation ; mais dans certains cas 
particuliers, elles pourront être analytiquement distinctes. 

Soit P un point quelconque de la normale en M ; on aura 

P = M-hpN, 
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et cette équation, où M et N sont des fonctions de ii et v, représente la 
congruence des normales. Les points où la normale en M touche la surface 
focale sont définis (n'" 206) par l’équation 


qu on peut écrire 




„ r/.iM , jn\ ^ tm , ?Nvi . 
ou encore, d’après (1), 

./sM . jM\ r/JM^ .iNX . /oM , .•'N\'l ,, 

Itïï ^ ôi7jHy« ^ P.vrj ^ W + P^)J 

OU enfin, d’après l’identité de Lagrange généralisée (n° 177), 
pM /?M ^ ?N\1 pM /^M , ?N\1 

r^M /oM ^ |r>M pM ^ ?NA1 . 

- • w ? .WJ P • (yïï = «• 

Cette dernière équation s’écrit encore, compte tenu des relations (2) et (19), 



Fig. 20. 


(E - P E') (G -- P G') - ( F -- P FT- == 0, 
et comme elle est identique à l’équation (7), 
qui définit les rayons de courbure principaux, 
nous avons le résultat suivant : 

Les points où la normale en M touche la 
développée de S sont les centres de courbure 
principaux en M. 

226. Menons la normale MN en M à S. 
et soient et les centres de courbure 
principaux en M : ce sont les points de con- 
tact de MN avec iJ, et les deux nappes de 
la développée. Soient et C., les deux lignes 
de courbure qui passent en M, MT^ et Ml',> 
les tangentes à ces lignes. Les normalies D, 
et D 2 relatives à et C, ont respectivement 
leurs arêtes de rebroussement et sur 
i^j.et S. 2 , et MN est tangente en à P,, en 
O 2 à r2. 

Quand M décrit C^, MN enveloppe I\, 
et en même temps elle reste tangente à Sg; 
soit Y la courbe décrite sur II 2 par le point de 
contact. Cette courbe y est située sur la ndr~ 
malie D^; donc le plan tangent en 0^ à S 2 se 
confond avec Je plan tangent à le long de 


MN. Mais la courbe C, étant aussi sur D^, le plan tangent en M à n’est autre 
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que le plan NMT^, donc le plan NMT, est tangent en Og à S 2 , et de même le 
plan NMTg est tangent en Oj à Ainsi les plans tangents à la développée 
menés par une même normale MN sont rectangulaires. 

Remarquons encore que le plan NMTj est osculateur en à I\. Or il est 
perpendiculaire au plan NMTg, tangent en à donc la normale principale 
en Oj à Fj, qui est, dans le plan NMT^, perpendiculaire à MN, est aussi per- 
pendiculaire au plan NMTg*, c’est donc la normale en à S,. Il en résulte que 
est une géodésique de Ainsi les arêtes de rebroussement des normalies 
sont des géodésiques de la développée. 

Soit la racine de l’équation (7) correspondant à 0^. On a 

0, = M P, N, (^0, = c/M -f- p,c/N 4 - ^do, ; 

multipliant scalairement par N, on voit que 

N.^/0, = (/p,. 


D’ailleurs les vecteurs N et dQ^ ont même direction, savoir la tangente en O, 
à F. ; posant donc 

c/0i==XN, 

on aura 


N.f/0i = X = c/pi, 


puis 
et enfin 


<iO, = Nf/p„ 




C’est la formule c/’Olinde Rodrigues; dans celte formule, les différentielles 
sont relatives à un déplacement infiniment petit suivant la direction principale 
qui correspond à la racine p^ de l’équation (7). On a, bien entendu, une for- 
mule analogue pour la racine p 2 . 

Traduite en coordonnées cartésiennes, la formule 
d’O. Rodrigues donne 

dx-f-pj(/a = 0, dy H- P, dfi = 0, dz4-pidY = 0, 
a, P, Y désignant les cosinus directeurs de la normale 
en M à la surface. 

Remarque. — Il peut arriver que l’une des nappes 
de la développée, ou même les deux nappes, se 
réduisent à une courbe ou à un point. 

Par exemple, pour une sphère les deux nappes de 
la développée se réduisent au centre de la sphère. 
Pour une surface enveloppe d’une famille de 
Éig. 21. sphères à un paramètre (n® 221), l’une des nappes de 

la développée se réduit à la courbe lieu du centre des 
sphères, car toutes les normales à la surface rencontrent évidemment cette 
courbe. En particulier, la développée de la cyclide de Dupin se compose de 
deux courbes; on démontre que ces courbes sont des coniques. 
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Pour une surface de révolution, considérons. une section méridienne quel- 
conque. Nous avons vu (n® 214) que les centres de courbure principaux en M 
sont : l’un, 0^, l’intersection de la normale en M avec l’axe, l’autre, O.^, le 
centre de courbure de la méridienne en M. Quand M décrit la méridienne, 
Oj décrit l’axe, et 0.^ décrit la développée de la méridienne. Donc la première 
nappe de la développée se réduira à l’axe; la seconde nappe sera une surface 
de révolution, dont la méridienne est précisément la développée plane de la 
méridienne de la première surface. 


§ VIII. — Normale géodésique; courbure géodésique. Torsion relative; 
formule d’Ossian Bonnet. 

227. Étant donnée une courbe C tracée sur une surface S que nous 
supposons rapportée à un système de coordonnées (n, n), nous avons désigné 
par N le vecteur unitaire porté par la normale en M à S et tel que le trièdre 

( ■>M \ 

^ îlj soit direct, par n lé vecteur unitaire porté par la normale prin- 
cipale en M à G dans la direction du centre de courbure, enfin par 6 l’angle 

des vecteurs N et J2. Cet angle, qui est situé 
dans le plan normal en M à C, n’étant inter- 
venu jusqu’à présent que par son cosinus, 
nous n’avons pas eu besoin d’une définition 
plus précise. Avec les notations habituelles, 
nous conviendrons désormais de le compter 
positivement à partir de n vers Jb, c'est-à- 
dire dans le sens direct autour de t. 

Considérons, dans le plan normal en M à 
C, un vecteur unitaire F, perpendiculaire à 
N, et tel que le trièdre (t, N, F) soit direct. 
L’on a alors 

N=:12 cosO -f- Jb sinO, F = — 12 sin6 -f- Jb cos6. 

Le vecteur F est dirigé suivant l’intersection du plan normal en M à G et du 
plan tangent en M à S; on donne à cette intersection le nom de normale géo- 
désique à la courbe C au point M. 

Soit R lé rayon de courbure de C en M; nous avons vu (théorème de 
Meusnier) que, pour toutes les courbes de S tangentes en M à G, le rapport 

avait au point M la valeur unique ~ (n® 209). On donne à l’expression 
le nom de 'courbure géodésique de la courbe G au point M; l’inverse, 
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K 

est le rayon de courbure géodësique. Enfin, on démontre (‘) que la 

courbure géodésique s’exprime uniquement au moyen des coefficients E, F, G 
et de leurs dérivées par rapport à « et n. 

Soit T le rayon de torsion de G en M. On donne au scalaire ^ ^ nom 

de torsion relative (*); OssiAN Bonnet a fait connaître une expression remar- 
quable de la torsion relative, qui montre que ce scalaire a la même valeur 
pour toutes les courbes de S tangentes en M à G. 

On a d’abord, d’après les valeurs indiquées pour N et F, 

dN dn n • A , 

„ = ^cos6 + ^s.ne+l 


ou, eu tenant compte des formules de Frenet, 

Multiplions scalairement par F; il reste 

1 d6_ ^ dN 


Supposons maintenant que la 



surface soit rapportée à ses lignes de courbure, 
c’est-à-dire que les courbes coordonnées 
u = et i; = G^® soient précisément les 
lignes de courbure. Supposons de plus que u 
et V soient les arcs des deux lignes de cour- 
bure qui se coupent au point M. 

Traçons, dans le plan tangent en M à S, 
les axes rectangulaires Mu et Mu, qui coïn- 
cident avec* les directions principales, le 
vecteur t relatif à G, et les vecteurs unitaires 
et t, relatifs aux lignes de courbure; enfin 
désignons par a l’angle t) compté positi- 
vement de vers c’est-à-dire dans le sens 
direct autour de N. On aura alors, avec les 
notations usuelles, en remarquant que sur la 
courbe G on peut considérer u et u comme 
des fonctions de l’arc s de cette courbe. 


dM. du ^ du 

^îs du ds^ dv ds' 


c’est-à-dire 


du 


dv 




(q Cf. par exemple Boüligand, Leçons de Géométrie vectorielle^ n® 139. 

On dit aussi quelquefois, d’ailleurs improprement, torsion géodésique. 


10 


Lainé. Anal.f II. 
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et par suite 


du 

Ts 


= cosa, 


dv 

^ = s.n«. 


Ceci posé on a d’abord, au point M, 
ds :>u'ds~^ dü ds 


— cos a H sina 

?ii ?v ’ 


or les formules d’O. Rodrigues donnent ici 

^ — et = 

Il U pj D « Pj du p2 D u 


on en tire 


c/N cosa ^ sina ^ 

ds- P, 


h. 

Pi’ 


D’autre part, d’après nos conventions, le trièdre {t, N, T) est direct; on 
aura donc {fïg. 23) 


r ~t^ sina — t^cosa. 


11 vient alors finalement 


T ds ' ds Vpj 


-) 

Pi/ 


cos a sina : 


c’est la formule d’O. Bonnet. 

On voit en particulier que la torsion relative est nulle en tous les points 
d’une ligne de courbure, et que cette propriété pourrait être prise comme 
définition des lignes de courbure. 


§ IX. — Congruences de droites. 

228. Nous avons précédemment donné le nom général do congruences de 
courbes aux familles de courbes dépendant de deux paramètres. Nous allons 
étudier en particulier les congruences de droites. 

Considérons le point M dont les coordonnées rectangulaires sont données 
par les formules 

x — 1^). Z = /!(>', K-)H- P /!,(>, (a). 

Nous écrirons, avec la notation vectorielle, 

(24) M = iz(X, p.) -f- pvCX, p.). 

Quand, laissant X et p. constants, on fait varier p, ce point engendre une 
droite D(À, p.) qui dépend des deux paramètres X et p.. L’équation (24) repré- 
sente donc une congruence de droites. 

En particulier, les normales à une surface forment une congruence. 

Toute relation établie entre X et p. définit une surface réglée appartenant à 
la congruence, c’est-à-dire formée en associant les droites de la congruence. 
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Cherchons en particulier les relations qui définissent des développables de la 
congruence; on devra avoir (n® 191) 


{du,v,dv)=:0, 

ou en développant, une équation de la forme 


: 0 , 


(23) 


P(X, (ji)dX2 + 2Q(X, (iL)dX dii-|-R(X, (t) d(x''“ = 0. 


dl 


On en déduit deux valeurs pour le rapport et, en intégrant, 
finalement aux deux relations 


on arrive 


F,(X, = 

L’une quelconque de ces relations définissant une développable, on voit 
qu’il existe deux familles de développables appartenant à la congruence, et 
que chaque droite de la congruence appartient à une développable de chaque 
famille. En particulier, les développables d'une congruence de normales 
forment les deux familles de normalies. 

Soient et les surfaces lieux des arêtes de rebroussement des dévelop- 
pables de chaque famille. D’après ce que nous venons de voir, toute droite de 
la congruence appartient à une développable de chaque famille; elle est donc 
tangente aux deux surfaces et 2^, et par suite ces surfaces constituent les 
deux nappes de la surface focale (n® 206) de la congruence. 

Soient D une droite de la congruence, et D._, ses points de contact avec 
et S 2 , IIi et les plans tangents à en et à dévelop- 

pables de la congruence qui passent par D, enfin 1\ et leurs arêtes de 
rebroussement situées respectivement sur et Les points et D 2 sont 
appelés les points focaux de D, les plans 11^ et IL plans focaux associés ù D. 
La développable Ap par exemple, étant formée de droites tangentes à est 
circonscrite à plan II 2 est donc identique au plan tangent à A^ le long 

de D, et par suite il est osculateur à en Dp De même, l’autre plan focal 11^ 
est osculateur à F, en D 2 . 

En particulier, pour une congruence de normales, la surface focale n’est 
autre que la développée, et les points focaux sont les centres de courbure 
principaux. 

On voit aussi, en reprenant un raisonnement du n® 226, que si les plans 
focaux sont rectangulaires, toute arête de rebroussement d’une développable 
de la congruence est ligne géodésique de la nappe focale à laquelle elle appar- 
tient. 

On peut déterminer les points focaux et par suite la surface focale 
sans avoir intégré l’équation (25). Il suffira pour cela, d’après ce qu’on 
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a VU au n® 206, de 
réquation 

qui s’écrit ici 
(26) 


prendre pour p une fonction de X et [x définie par 

/?M dM 

V ’ ?X ’ .y 


(y 

V^’ ?x 


' P ■ 


On obtient ainsi une équation du second degré en p, qui fait connaître les 
deux points focaux de la droite D(X, [x). En portant successivement chacune 
des deux valeurs de p racines de cette équation dans l’équation (24), on aura 
les deux nappes de la surface focale. 

11 peut arriver qu’une des nappes focales se réduise à une courbe ou à un 
point, ce qui se produit même quelquefois pour les deux nappes; il s’intro- 
duit alors des simplifications dans la recherche des développables de la 
congruence. 

Si, par exemple, la surface focale se compose d’une courbe G et d’une 
surface toutes les droites de la congruence seront assujeCties à rencontrer 
fa courbe G. Alors une des familles de développables sera formée des cônes 
ayant leur sommet sur G et circonscrits à S. Si la surface focale se compose 
de deux courbes, chaque famille de développables sera formée des cônes ayant 
leur sommet sur l’une des courbes et passant par l’autre; dans le cas où les 
deux courbes sont des droites, la congruence est dite linéaire. 

Remarquons encore que l’équation (25), qui définit les développables de la 
congruence, définit aussi, sur la surface focale, les arêtes de rebroussement de 
ces développables. 

Supposons que les équations de la congruence soient données sous la 
forme 

x — a^-h ÿ = -h b.^z, z = z. 


où ù^, Oj et b.^ sont fonctions des paramètres X et |x. L’équation aux surfaces 
développables s’écrira (n° 193) 


da^db.2^ — c/6jC?a2 = 0, 

équation du second degré en Les z des points focaux seront alors donnés 
(n° 194) par les équations compatibles 

c/Uj -hzdôj — 0, -h zdùj = 0, 

où l’on remplacera successivement ^ par les deux racines de l’équation aux 
développables. On pourra encore obtenir directement l’équation aux points 
focaux en éliminant le rapport ^ entre les deux dernières équations, ce qui 
donne 


V i)X ?X D[x/\?X ?X/ 
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225). Cherchons à quelle condition une congruence donnée est une con- 
gruence de normales. Il faut pour cela et il suffît que Ton puisse déterminer p 
en fonction de X et [x de telle sorte que l’équation (24) définisse une surface 
normale aux droites de la congruence, ce qui s’écrit 

v.dM=zO, 

ou, en développant, 

v.{du -h odv -hvd p) — 0. 

On peut, sans nuire à la généralité, supposer que l’on a pris le vecteur v 
de longueur 1. La relation précédente s’écrit alors simplement 

v , c/m- cfp = 0. 

On en tire, pour la détermination de p, les équations 


LP — 



et la condition de compatibilité s’écrit 



ra 


(27) 




dX t'X t)jx 

C’est la condition cherchée. Si elle est satisfaite, l’équation 

f/pH-r.diz = 0 

donne p par une quadrature, qui introduit une constante arbitraire. L’équation 


M = u-l-pv 

définit alors une famille de surfaces à un paramètre auxquelles toutes les 
droites de la congruence sont normales. 

Soient et S., deux surfaces quelconques de la famille, p^ et p^ les valeurs 
correspondantes de p. La différence p, — p.^ restant constante d’après ce que 
nous venons de voir, il résulte de la signification géométrique du vecteur vque 
la distance des deux surfaces, comptée sur une normale commune quelconque, 
reste constante : on dit alors que les surfaces sont parallèles. Ainsi les trajec- 
toires orthogonales dhine congruence de normales forment une famille de 
surfaces parallèles. 

Considérons par exemple une surface rapportée à un système de coor- 
données curvilignes (X, jx) tel que le c/s* ait la forme géodésique (n° 224) 


soit 


ds* = c/X*-+-G(X, jx)c/|x*; 
M, = U (X, a) 


l’équation de cette surface. On aura 







— 0 , 


(28) 



150 


GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE 


et en dérivant ces relations par rapport à X et (x, on en tire aisément 


(29) 


c^XD(jl DX ’ ?X^ 


Les courbes p. = G*^ sont, comme on sait, des géodcsiques de et leurs 
tangentes forment une congruence dont l’équation peut s’écrire 


M — U (X, fx) -f- 



l’équation (27), où l’on fait v — ^, est alors une conséquence immédiate des 

équations (29) ; par suite les tangentes à une famille à un paramètre de 
lignes géodésiques d’une surface quelconque forment une congruence de 
normales. 

Il en résulte immédiatement que les congruences dont les plans focaux 
associés à chaque génératrice sont rectangulaires forment une congruence 
de normales. 

En effet, si l’une des nappes focales d’une telle congruence est une surface, 
nous savons (n® 228) que les arêtes de rebroussement situées sur cette nappe 
sont des géodésiques. 


La conclusion est la même si les deux nappes focales se réduisent à des courbes. 
Soient en effet 


Mi = Ut(X), Mâ = u^(fx) 


les équations de ces deux courbes; la congruence peut être représentée par une équa- 
tion telle que 

M = u,(X)-f-pv(X, II), 

où l’on aura v(X, |x) — a(X, fx)[u 2 (|x) — Ui(X)], 

avec a 2 (u 2 — 1. 

Les vecteurs A v A v sont normaux aux plans focaux en et Ma* 

La condition (27) s’écrit ici, puisque 


du, ov 

dX {X 


(q Remarquons en passant que le paramètre X mesure l’arc des courbes ((x); or on tire 
des relations (28) 


?X^ * t^X 


= 0 , 


è2u èU 
0X=» -èp. 


= 0, 


et ces deux équations expriment que la normale principale à une courbe (p) est normale 
à Si; elles établissent donc directement que sur toute surface 2^ pour laquelle on a 


ds2=:dX2-+-G(X, p)dp2, 

les courbes p = G** sont des géodésiques, résultat obtenu par une autre voie au n" 224 
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ou encore + = 

OU enfin 


(27') 


du^ du-i , 1 
dX ' 

O 

II 

D’ailleurs, on a 





i?v 1 

dUc, 




~d^' 

d’où, en 

multipliant scalairement par v, 




i 3a 

dUi 



a-DfJi 

dil^ 

de sorte 

que la relation (27') 

devient 



du 

1 du .2 /„ duA 

( éiu2\ 




Vdy.) 


ou encore, d’après l’identité de Lagrange généralisée (n° 206), 

A i') -(^A v)=0, 


ce qui est précisément la condition d’orthogonalité des plans focaux. 

En résumé, nous pouvons donc dire que la condition nécessawe{^) et suffi- 
sante pour qu'une congruence donnée soit une congruence de normales est 
que les plans focaux associés à chaque génératrice soient rectangulaires. 


230. Remarques. — I. Nous avons vu que toute congruence de droites se 
compose de droites tangentes aux deux surfaces focales, ou tangentes à une 
surface et rencontrant une courbe, ou rencontrant deux courbes; nous 
écartons le cas singulier où l’iine des nappes focales se réduit à un point. 

Inversement, l’ensemble des droites tangentes à une surface donnée, ou 
rencontrant une courbe donnée, dépend de trois paramètres; donc l’ensemble 
des tangentes communes à deux surfaces, ou des droites tangentes à une sur- 
face et rencontrant une courbe, ou des droites rencontrant deux courbes, 
dépend de deux paramètres, et par suite forme une congruence. Il en résulte 
qu’une congruence de droites est entièrement déterminée par la connaissance 
de ses nappes focales. 

IL — Les plans tangents à une surface (non développable) ou à une courbe 
(droite exclue) forment une famille à deux paramètres. Donc en général les 
plans tangents communs à deux surfaces, ou à une surface et une courbe, 
ou à deux courbes forment une famille à un paramètre et par suite envelop- 


(1) Cf. n” 226. 
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pent une développable circonscrite aux surfaces ou passant par les courbes 
considérées. 

Ceci posé, considérons une congruence dont aucune nappe focale ne se réduit 
à une développable ou à une droite ; supposons, pour fixer les idées, que l’une 
des nappes focales soit une surface l’autre une courbe Soient A la 
développable circonscrite et passant par F^, D une génératrice de A, et 
D.^ ses points focaux situés Fun-sur S,, Fautre sur F.^. Une famille de dévelop- 
pables de la congruence est formée des cônes circonscrits à et ayant leurs 
sommets sur l\ ; le cône de sommet ayant en meme plan tangent que A, 
ces deux développables sont tangentes entre elles le long de D. L’autre famille 
de développables se compose de développables ayant leurs arêtes de rebrous 
sement surS^ et passant par F.^ : soit A'. celle de ces développables qui passe 
par D ; les développables A et A' ayant même plan tangent en se touchent 
tout le long de D. 

Il résulte de ce qui précède qu’il existe en général, dans toute congruence 
de droites, une développable singulière qui est l’enveloppe commune des deux 
familles de développables, ou encore le lieu des génératrices de la congruence 
pour lesquelles les plans focaux sont confondus. Elle correspond à l’intégrale 
singulière de l’équation (25), et on l’obtiendra en égalant à zéro le discriminant 
de cette équation. 


§ X. — Applications diverses. 


231. On considère une surface rapportée à des axes rectangulaires. Les coordonnées 
{x, y, z) d'un point de cette surface sont données par les formules 

a:=pcose, y = psin0, z = ± y/lp — /» co80) > 

h et l étant des constantes. 

On demande : 

de vérifier que les courbes 6 = sont des lignes de courbure. Nature de ces lignes, 
lieu des centres de courbure correspondants ; 

2® de former l'équation différentielle de l'autre série de lignes de courbure ', vérifier 
q ue cette équation admet les solutions particulières 


Ÿ = h cosO , 



On profilera de ces remarques pour trouver l'intégrale générale de cette équation. 
Nature de ces lignes de courbure ; lieu des centres de courbure correspondants. 

(Paris, Géométrie supérieure, épr. écrite.) 

En revenant aux coordonnées cartésiennes, on a 


(30) 


Z = — hx) — l)- 
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D’autre part, p et g désignant comme d’habitude ^ et l’équation aux lignes 

J jî oy 

de courbure s’écrit (n® 219) 

(31) dpd(y-hqz) — dqd{x-hpz) = 0. 

De l’équation (30) on tire successivement 

(32) = 

ac-f-pz -h /i — ^ 

y + qz = t^^ 

et l’équation (31) devient alors 

(33) d|(dp4-|c/(/) = 0. 

1° Une première famille de lignes de courbure est définie par l’équation 


== X ou 6 = G‘® ; 

X 

k chaque valeur de X correspond une ligne de courbure, intersection de la sphère 


S = ^2 y- 4- 2^ — [h-^l)x — Xly 4 - = 0 

et du plan 

P^y — Xx = 0. 

On obtient ainsi des circonférences situées dans des plans passant par l’axe Oz et 
ayant leurs centres dans le plan des xy. 

Considérons la congruence des normales à la surface; elle est définie par les 


équations 

(34) 


X = a;-hp2 — pZ, 
V=y-hq2 — qZ, 


et les Z des points focaux sont donnés (n® 228) par l’équation 

— Zdp d{x pz) — 0, 


où l’on remplace successivement ^ par ses valeurs tirées de l’équation (33). Mais 
puisque, pour la première famille de lignes de courbure, on a 
d(x-hpz) — — = 0, 

on en déduit Z = 0 et par suite 

La nappe correspondante de la surface focale, ou, ce qui revient au même, le lieu 
des centres de courbure principaux correspondant à la première famille de lignes de 
courbure, se réduit donc à la parabole 


(35) Z = 0, -f- 2/X — l{l-i-h) = 0. 

On peut arriver autrement à ce résultat. La surface, en elTet, ayant une famille de 
lignes de courbure circulaires, est l’enveloppe d’une famille de sphères à un para- 
mètre. Soit 

S 4- P = 0 
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réquation de cette famille, désignant une fonction inconnue de X; nous détermi- 
nerons fl en écrivant que les caractéristiques sont les circonférences 

S = 0, P = 0. 

Or ces caractéristiques sont définies par les équations 

S + HP = 0, + = 

Cette dernière équation s’écrit 

elle représente un plan qui doit coïncider avec le plan P, ce qui exige fi = — XL 
Ainsi la surface est l’enveloppe des sphères 

S = H- -h »|_ x(lX^ — h 1) — 2Xly -h hl = 0, 

et la nappe de la développée correspondant aux lignes de courbure considérées se 
réduit à la courbe lieu des centres des sphères S : on retrouve bien la parabole (35). 

2® L’équation (33) montre que la deuxième famille de lignes de courbure est 
définie par l’équation 

xdp-hydq =0, 

et comme, pour toute courbe de la surface, on a 

pdx-\-qdy — ciz = 0, 
on aura, sur toute ligne de courbure de cette famille, 

px qy — Z = G‘®. 

Telle est, en termes finis, l’équation de la seconde famille. En remplaçant p et q 
par leurs valeurs, on peut l’écrire 

(36) {I ■+■ h) X — 2//i — 2az = 0, 

a désignant une constante arbitraire. 

Compte tenu de l’équation (32), l’équation (3(5) devient 

(37) .t 2 -h-y2 _f_22 _ 2az — /i/ = 0, 
et, en éliminant y entre les équations (32) et (37), on a 

(38) . = 

Les équations (37) et (38) représentent la seconde famille de lignes de courbure; 
ce sont des circonférences dont les plans passent par la droite 

z = 0, x = l; 

la surface considérée est donc une cyclide de Dupin. 

Pour a = 00 , on a Z = 0, ce qui donne les deux lignes de courbure 

p = hcos6 et 9 = ^- 

Il est facile de voir a priori que ces deux courbes sont des lignes de courbure, 
puisque le long de ces lignes la surface et le plan des xy se coupent à angle droit. 
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Enfin on verra sans peine que le lieu des centres de courbure principaux corres- 
pondant à la seconde famille de lignes de courbure se réduit à la parabole 

2X = y-h/i, Y = 0. 

232. On considère les surfaces développables dont les génératrices font un angle 
donné a avec l'axe des z, et qui passent par la parabole 

— 2px = 0, 2 = 0. 

Montrer que ces surfaces sont des cylindres, à l^exception d'une certaine surface déve- 
loppable S, composée de deux nappes distinctes se coupant suivant la parabole. Faire 
voir que S est Venveloppè des cylindres, et rechercher aéométriquement les projections 
sur le plan des {x, y) des lignes de courbure de S. 

(Bordeaux, épreuve écrite, 2® question.) 

Soient F, la parabole donnée, F.^ la conique intersection du plan de Tinfini et du 
cône de révolution de sommet O, d’axe Oz, et de demi-angle au sommet a. Les droites 
qui coupent F^ et font avec Oz l’angle a forment une congruence dont les nappes 
focales se réduisent à Fi et F 2 . 

Lés développables de la congruence se composent : 

1® des cônes ayant leurs sommets sur F^ et 
passant par F., : ce sont des cônes de révolution 
d’axe parallèle à Oz et de demi-angle au som- 
met a; 

2® des cônes ayant leurs sommets sur F 2 et 
passant par Fj : ce sont des cylindres passant 
par la parabole et dont les génératrices font un 
angle a avec Oz. On a ainsi les développables 
considérées dans l’énoncé. 

Il existe en outre (n® 230, II) une développable 
singulière A, passant par F^ et F.^, et enveloppe 
des cylindres. 

Soient un point de F^, 1)|T la tangente en 
ce point. Le plan normal à T, en coupe le 
cône de sommet passant par T.> suivant deux 
génératrices IV et D", et les plans (1)', DiT) et 
(D", D,T) sont tangents à ce cône. Il en résulte 
que, pour chacune des génératrices D' et D", les 
plans focaiax sont confondus; donc par tout 
point D, de F, passent deux génératrices recti- 
lignes, D' et D", de A, et par suite A se compose 
bien de deux nappes distinctes se croisant suivant 
Fig. 24. la parabole Fl . 

Les génératrices rectilignes de A formant une 
première famille de lignes de courbure; les droites D' et IV', étant dans un plan 
perpendiculaire en à D,T, se projettent sur le plan des xy suivant les normales à 
la parabole. 

D’ailleurs le plan tangent à A le long de D' coupe évidemment le plan ccOy sous 
l’angle - — a; donc tout plan parallèle à xOy coupe A sous un angle constant et par 

suite suivant une ligne de courbure. La seconde famille de lignes de courbure, 
formée de courbes qui sont situées dans des plans parallèles au plan xOy, se projette 
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donc sur ce plan suivant les trajectoires orthogonales des normales de c’est-à-dire 
suivant les courbes parallèles à Fj. 

Remarque. — Il est clair que les conclusions précédentes sont indépendantes de 
la forme de la courbe Fj dans le plan xOy. 

233. On considère la surface réglée E engendrée par les normales principales d'une 
courbe gauche F. 

1® Exprimer, au moyen de l'arc s de F et de la longueur l portée sur la normale 
principale à partir du point M de la courbe F, coordonnées d'un point quelconque P 
de S, le de cette surface. 

Former l'équation du plan tangent au même points et vérifier que la normale à la 
surface S au point P peut s'obtenir en composant un vecteur égal à 1 — ^ parallèle à la 

binorrnale de F, et un vecteur parallèle à la tangente de F au point M, R et 1 désignant 

suivant l'usage les rayons de courbure et de torsion de F. 

2® Former l'équation différentielle des lignes asymptotiques de 2 ; montrer que si l'on 
pose 

Up = l, Tt = 1, 1X = 1, 

l'intégration de l'équation différentielle obtenue pour X considéré comme fonction de s se 
ramène à la quadrature 



La courbe F est ligne asymptotique de la surface E. 

{Rennes, épreuve écrite, 2® question.) 

1® On a, avec les notations habituelles, 

P = M 

dp dM “4“ Idn -f- n dl, 

et par suite 

(dP)^ = ds‘ = [(i - ly + + dP. 

I/équation du plan tangent s’écrira immédiatement quand on connaîtra un 
vecteur N normal à la surface. Or on peut prendre 



= 11 Af + in 

=HR-0-‘r 


On en déduit la construction de la normale indiquée dans l’énoncé. 
2® L’équation aux asymptotiques peut s’écrire (n® 215, Rem.) 

dN.dP = 0; 

= [- ‘ 4 , 1 - 1 + i ]‘^ + (r - !)<*'> 


or on a 
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et par suite, pour l’équation aux asymptotiques, 



dsT 


d il, , 
T ds ■ 


;dsdl-. 


0 . 


Une première famille {ds — 0) est formée des normales principales à F. Si l’on 
introduit les fonctions p, x, X, on voit sans peine que les asymptotiques* de la seconde 
famille sont données par l’équation différentielle 


On en tire 


2x 


dX 
ds ' 




dx 

^ ds ^ ^ 



ds. 


11 est clair que T appartient à cette seconde famille, puisque son plan osculateur 
est confondu avec le plan tangent à S en chaque point de F. I^’équation en l admet 
bien en effet la solution l~ 0. 



CHAPITRE VI 


NOTIONS COMPLÉMENTAIRES ET THEORIES ANNEXES 

§ I. — Sur les surfaces isométriques. 

234. Considérons deux surfaces S et S^, rapportées la première à un 
système de coordonnées curvilignes (X, [jl) et la seconde à un système de coor~ 
données curvilignes (a, p). 

Les équations 

(1) X = cf,(a, P), = P) 

font correspondre à tout point de la surface un point de la surface S, et il 
est clair que sous certaines conditions de continuité la correspondance pourra 
être biunivoque. 

On aura alors, avec les notations usuelles, pour tout déplacement infini- 
ment petit sur la première surface, 

( 2 ) ds^ = Ed\^ -h 2 Ff/Xd|x 4- 
et sur la seconde 

(3) -h2FjC/a(/p 4- 

Si l’on peut déterminer les fonctions et sorte qu’en faisant, 

dans le second membre de (2), le changement de variables défini par les 
équations (1), on ait identiquement 

(4) ds^—dsl 

on dit que les surfaces S et sont isométriques. Conformément à la termi- 
nologie adoptée par M. Bouligand dans ses Leçons de Géométrie vectorielle, 
nous emploierons cette dénomination de préférence à la dénomination appli- 
cables', nous dirons d’une façon préci.se que deux surfaces sont applicables 
quand elles appartiennent à une famille continue à un paramètre de surfaces 
isométriques. Notons d’ailleurs que la propriété physique suggérée par le mot 
applicables peut être soumise à d’importantes restrictions (^). 

En identifiant les seconds membres des équations (2) et (3) après avoir fait 
e changement de variables (1) on obtient trois équations aux dérivées partielles 


(q B. Gamiubr, Bulletin des Sciences Mathématiques, t. XLIV, 1920, p. 65-72 et 76-91. 
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auxquelles doivent satisfaire les fonctions cpj et cp^ • on démontre qu’en général 
le problème n’a pas de solution. 

A une courbe quelconque, p==6(a), de S^, les équations (1) font corres- 
pondre une courbe de S, et l’équation (4) montre alors que, si S et sont 
isométriques, les^arcs de ces deux courbes limités à des points correspondants 
ont même longueur. 

On peut toujours paramétrer deux surfaces isométriques de telle sorte que 
les points correspondants aient mêmes coordonnées curvilignes : les ds^ des 
surfaces sont alors identiques. Réciproquement, si deux surfaces ont des ds* 
identiques, elles sont isométriques et les points correspondants ont mêmes 
coordonnées curvilignes. 

235. Pour donner un exemple important de surfaces isométriques, nous 
allons montrer que toute surface développable est isométrique à un plan. 

Soit M = u(X) -h pV'(X) 

l’équation d’une surface développable; on peut toujours supposer que le 
vecteur v est de longueur i et que la courbe p = 0 est une trajectoire orthogo- 
nale des génératrices; on aura alors 

= v.dr = 0, v.du = 0 . 

La surface étant développable, on a d’ailleurs 

(v, du, dv'l^O, 

ou du -h dv -f- a 3 F = 0, 

« 1 , et «3 désignant des scalaires convenablement choisis non tous nuis; 
multiplions scalairement cette dernière équation par F, il reste a 3 = 0, d’on 

a^du -+- a.,dF — 0. 

On aura donc successivement, en supposant (ce qui écarte l’hypothèse 

du cylindre, pour lequel la propriété à démontrer est évidente), 

ds^ = (du -f- P dF -h vd p)2 = dF -I- Fd P j 

ou, en posant 

ds^ = dp^ (p a.yd pL“. 

Telle est la forme réduite du ds^ d’une surface développable. 

Le ds^ du plan en coordonnées cartésiennes rectangulaires s’écrit 

ds*=dæ2H-d^/^ 
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Si l’on pose 

dx -H idy = [dp -h /(p -H a)d (x], 
dx — idy == [dp — ^ (p -4- a)d {x] , 

d’où 

aî = pcos{x — J OL sinjxdfjL, 


^=psin{x-i- J OL coS{xd{x, 


on réalise T identification des ds'^ : la surface développable est donc bien 
isométrique à un plan. 

On voit qu’aux génératrices rectilignes de la développable (À — C^*, c’est-à- 
dire {JL = G^*) correspond une famille de droites du plan, et à l’arête de rebrous- 
sement Penveloppe de cette famille de droites. Ce dernier point résulte de ce 
que, deux surfaces isométriques pouvant être paramétrées de façon à avoir 
des ds^ identiques, deux courbes quelconques de l’une se coupent sous le 
même angle que les deux courbes correspondantes de l’autre. 

Montrons réciproquement que toute surface isométrique à un plan est 
développable, 

Par hypothèse on peut paramétrer la surface de telle sorte que l’on ait 

M=:M(a, fi) 

avec ds^ =: (dW)^ = d^^ d[i'\ 


c’est-à-dire 





On tire aisément de ces relations 




= 0, 



0, 


c>^,M p. 


i''a 

'c^a?fî“ 

?(X, 



= 0, 



0, 

Æ 


.''a-' 

‘■'P 







sont dirigés suivant la normale 


donc les vecteurs ■ 
en sorte que l’on peut poser, avec les notations usuelles. 




= aiN, 




= a,N, 


d’où, en multipliant scalaîrenient par N, 

E' = a„ F' = a.i. 


>,^2 * — 




(^) Il suffit de se reporter au n® 228 pour constater immédiatement que l’on a alors 
p'a — E'G’=:0, et par suite que la surface est développable. Mais le raisonnement que 
nous donnons ici est indépendant du calcul de la courbure totale. 
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et par suite = E'N, 

On a d ailleurs ^ ■ — s 

c''ac''p 

et par suite 




= FN, 

= 0, 


i''a 

F'2_E'G'=:0. 




= G'N. 


^ . ‘iM 


Donc tous les points de la surface sont paraboliques (n® 210), et la surface 
est bien développable (n® 213). 

Remarque. — Soient S et deux surfaces isométriques; imaginons que la surface S 
soit recouverte d’un réseau de fils inextensibles, d’épaisseur négligeable, coïncidant 
par exemple avec des courbes coordonnées très voisines les unes des autres; le tissu 
ainsi obtenu donnera une représentation matérielle delà surface S. Il peut alors arriver 
que la portion de tissu qui recouvre une aire finie A de S, convenablement déformée^ 
s’applique exactement sur une aire de : on dit dans ce cas que l’on passe de A 
à A^ par une déformation, et c’est alors, d’après notre terminologie, que A est appli- 
cable sur Al- 

Ces considérations exigeraient des précisions assez délicates dans lesquelles nous 
ne pouvons songer à entrer. Faisons seulement observer qu’on n’étudie, dans la 
géométrie des surfaces, que les déformations continues, c’est-à-dire satisfaisant à 
certaines conditions de régularité : par exemple, si Ton prend une portion de surface 
à courbure totale positive, on ne considérera que les déformations pour lesquelles la 
face convexe restera convexe. Il est alors facile de voir que risométric n'entraîne pas 
nécessairement l’applicabilitc : il suffira par exemple de raisonner sur deux triangles 
sphériques scalènes symétriques. 

Signalons encore que la déformation ainsi définie n’est pas toujours possible : par- 
exemple on démontre qu’une sphère, ou plus généralement une surface fermée partout 
convexe, n'est pas déformable; elle le devient si on en supprime une portion arbi- 
trairement petite. 

Les éléments qui restent invariants dans la déformation d’une surface S sont appelés 
des éléments géodésiques de S; ils doivent pouvoir être définis uniquement au moyen 
de E, F, G et de leurs dérivées. Exemple : courbure totale (n® 223), courbure géodé- 
sique (n® 227). 


§ II. — Sur la représentation conforme. 




G 


236. Soient S et deux surfaces isomclriques, P et P^ deux points corres- 
pondants, G et G' deux courbes 
G M de S qui se coupent en P, G^ 

et GJ les courbes correspon- 
dantes de Sj. Traçons sur S 
une courbe F qui coupe G et 
G' en deux points Q et R 
infiniment voisins de P : 
soient F,, Q^, les éléments 
géométriques correspondants 
25. sur 

Les triangles infiniment 
petits PQR et PiQiRi peuvent être assimilés à des triangles rectilignes qui 




Laini^, Anal ., II. 


IL 
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auront leurs trois côtés égaux, puisque les surfaces sont supposées isomé- 
triques; donc, comme nous l’avons déjà signalé, l’angle sous lequel se cou- 
pent en P les courbes G et G' est égal à l’angle sous lequel se coupent en P, 
les courbes correspondantes G^ et G^. 

Prenons maintenant deux surfaces quelconques S et S^, 

(S) M = M(X, 5.), (S,) M, = M,(a, [i) 

et soient X=<p^(a, fi), jjL=rcp^(a, fi) 

les équations qui définissent une représentation de Sj sur S. Si cette repré- 
sentation est telle que l’angle sous lequel se coupent deux courbes quelconques 
de S est égal à l’angle sous lequel se coupent les courbes correspondantes 
de S^, on dit qu’on a réalisé une représentation conforme de sur S. 

Pour qu’il en soit ainsi, il n’est plus nécessaire que les triangles PQR 
et PjQ^Ri soient égaux; il suffit qu’ils soient semblables, c’est-à-dire que le 
PR 

rapport soit le même quelle que soit la courbe qui passe en P. Autre- 

(Is • • 

ment dit, en deux points correspondants, le rapport est invariable; on 
doit donc avoir une relation de la forme 

(5) €/s’- = 0(oc, p)dsl 

Or on a 

c/s2 = E(X, |x)dX"--^2F(X, !x)d{x^ 

ds\ = E, (a, fi)c/4* -f* 2Fi(a, P) d a d fi -i- G, (a, fi) d ; 
l’équation (5) s’écrit donc 



On a ainsi en définitive deux équations pour déterminer les deux fonctions 
inconnues X et {jl, et par suite le problème aura en général une solution. 

Alors que deux surfaces arbitraires ne sont pas en général isométriques, on 
voit qu’elles admettent toujours une représentation conforme de l’une sur 
l’autre. En particulier, si la surface S est un plan, on dit que la représentation 
conforme de Sj sur S donne la carte géographique de S^. 

237. Premier exemple : représentation conforme d’une sphère sur un 
plan. — Soient, en coordonnées polaires, 

ccj = sin6 coscp, = sin6 sincp, Zi = cos0 

les équations paramétriques d’une sphère de rayon 1. On aura 

ds\ = dô* -f- siii*0 d cp*. 



SUR LA REPRÉSENTATION CONFORME 163 

D’autre part le ds"^ du plan en coordonnées cartésiennes rectangulaires s’écrit 

ds- == flx^ -h dy^. 

Nous devrons avoir 

dx^ dy^ = }l((i, 9) sin^G Jcp^). 

Or le premier membre est un produit de différentielles exactes 
{dx -h idy) (dx — idy) ; 

pour mettre le second sous la même forme, il suffira de trouver un facteur 
intégrant pour chacune des différentielles 

dô-4- /sinôc/cp, dQ — zsinGc/^; 

il est clair, par exemple, que chacune admet le facteur intégrant Qn 

obtiendra donc une représentation conforme en prenant 

c’est-à-dire 

x = logtg|, y = ^. 

Alors aux méridiens cp=:C^® correspondront des parallèles à l’axe des x. 
et aux parallèles G == G*® des parallèles à l’axe des y. C’est le système de carte 
de Mercator. 

Cette méthode peut évidemment servir à faire la carte géographique d’une 
surface quelconque : il suffit de décomposer le ds'^ de cette surface en produit 
de différentielles linéaires, et de chercher pour chacune de ces différentielles 
un facteur intégrant. 

Deuxième exemple : représentation conforme d’un plan sur un plan. — 

Le problème de la représentation conforme d’un plan sur un plan est lié, 
comme nous allons le voir, à la théorie des fonctions analytiques. Une telle 
représentation est désignée parfois sous le nom de transformation isogonale 
du plan en lui-même \ il est inutile en effet de considérer deux plans distincts 
et l’on peut poser la question de la façon suivante : trouver deux fonctions 
X(æ, y) et Y(æ, y) telles que la transformation plane définie par les équations 

X = X(a?,^), Y = Y(a;,z/) 

conserve les angles. 

Les équations (6) s’écriront ici 


1 


0 
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OU encore 




Posons 




la seconde équation (7) donnera 


et la première 


:>y 


d’où X = itl. 


A deux signes différents de X correspondront, par exemple, deux valeurs 
opposées de X, c’est-à-dire deux transformations identiques à une symétrie 
près. On peut donc se borner à prendre X = -t- 1, et on tire alors des équa- 
tions (7) 

dX .>X ?Y 


On reconnaît les conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction 
Z == F (z) = X (æ, ,v) -b lY (x, y) 


soit une fonction analytique. On peut donc dire qu’à toute fonction analytique 
correspond une transformation isogonale du plan en lui-même; à chaque 
courbe décrite par le point d’affixe z correspond une courbe décrite par le 
point Z, et deux courbes quelconques du plan (z) se coupent sous le même 
angle que leurs transformées dans le plan (Z). 

Considérons par exemple l’équation 

f7 CIZ -f- X 

qui établit entre les variables Z et z une correspondance homographique ; la 
représentation conforme qui lui correspond transforme les circonférences en 
circonférences. En effet, si Z par exemple décrit une circonférence de centre a, 
on aura 



soieni M, A ei D les points d’affixes respectives 
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Puisque | Z — a i est constant par hypothèse, il en sera de même du rapport 


. X — aa 

ZH 'j- 

a — boL 



MA 

MB’ 


et le lieu de M est bien une circonférence. 

Remarque. — Étant donnés deux domaines D et du plan a?//, on peut se 
proposer de déterminer une représentation conforme qui établisse une corres- 
pondance biiinivoque entre les points des deux domaines. C’est un problème 
qui a été résolu par Riemann, dans l’hypothèse où D et Dj sont simplement 
connexes. 

Considérons par exemple le cas où le domaine D est le cercle de centre O et 

de rayon 1, et le domaine un demi- 
plan limité à une droite indéfinie A. 

Soient a et b deux points quel- 
conques symétriques par rapporta A, 
le point a appartenant au domaine 
D^. Posons 

(») 

cp désignant un argument réel quel- 
conque. 

Quand décrit A, on a évidem- 
ment |z 1 = 1, donc Z décrit la circon- 
férence de centre O et de rayon 1 ; 
d’ailleurs z vient en O quand z^ vient en a, donc aux points z^ situés du même 
côté de A que a correspondent les points z intérieurs à la circonférence. La 
relation (8) définit donc une représentation conforme du demi-plan sur le 
cercle, et la correspondance établie entre D et est évidemment biunivoque(^). 



238. Appijcation. — Deux variables complexes z x -+■ iy, Z = X -h ÎY 
sont liées par la relalion 

(1) Z = (z + -y. 

On fait décrire à la variable z le quart de cercle OAB de rayon 1, défini par les inéga- 
lités 

^ J > 0, x‘ -4- y2 < 1 ; 

trouver le domaine D décrit par la variable Z, et montrer que la relalion {i) établit une 
correspondance univoque entre les points de ces deux domaines. 


(1) On peut choisir a et 9 arbitrairement, d’où indétermination d’ordre 3. Cela tient en 
définitive à ce que les transformations conformes d’un demi-plan sur lui-même dépendent 
de trois paramétres : par exemple pour le demi-plan on a les transformations 


-8 


, où a, p, Y, ô sont quatre constantes réelles telles que aS — py ^ 
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Déduire du résultat une fonction analytique f{z) permettant d'effectuer la représen- 
tation conforme du quart de cercle OAB sur un 
cercle de rayon 1 . 

(Paris, épreuve écrite, 2® question.) 
Posons 

2=pe'«,. Zi = z + ^==Xi-hiyi, 

d’où 

jCi = (p + cose, y, = ^p — P sine. 

Quand z décrit OA, on a 0 = 0 et p varie de 
zéro à 1 ; alors décrit l’axe réel de -h oo à -h 2. 
Quand z décrit l’arc AB, on a p =d et 0 varie 

de zéro à ^ ; alors z^ décrit l’axe réel de + 2 à 

zéro. Enfin quand z décrit BO, on a 6 = ^, et 

Fig- 27. p varie de 1 à zéro; alors décrit l’axe ima- 

ginaire de 0 à — 00 . Donc au contour OAB 
correspond pour la variable z^ l’ensemble des demi-axes Ox et Oy', et il est clair que 
la correspondance entre les deux contours est univoque. Nous désignerons par la 
portion du plan limitée par Oo: et Oy'. 

Pour tout point intérieur au contour OAB, on a 

p<4, o<e<|, 

et par suite ♦^i>0, yi<0; 

donc à tout point z intérieur à OAB correspond un point z^ et un seul intérieur au 
domaine di- Réciproquement, à tout point z^ intérieur à d^, l’équation 

z’^ — zzi 1 = 0 

fait correspondre deux points z' et z" tels que \z'\ jz"| = l; donc l’un de ces points 
et un seul, soit z', a un module p' inférieur à 1. On a d’ailleurs, puisque z, appartient 

^p' -h cosG' > 0, ^p' — sin0' < 0, 

ce qui montre que z' a un argument 0' compris entre zéro et ^ ; donc au point z^ de d^ 

correspond un point et un seul du quart de cercle. La correspondance entre les deux 
domaines est donc biunivoque. 

Si l’on pose maintenant Z = zf, on voit que le domaine D de la variable Z corres- 
pondant au domaine d^ se compose du demi-plan situé au-dessous de l’axe réel. A 
tout point Zi de dj correspond un seul point Z de D, et inversement à tout point Z de 
D correspondent deux points z[ et z", symétriques par rapport à l’origine, et dont un 
seul est situé dans l’angle a:Oy'. Donc la correspondance entre D et le quart de cercle 
est biunivoque. 

On sait d’ailleurs (n® 237, Rem.) que la relation 
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établit une correspondance biunivoque entre le demi-plan D et le cercle de centre O 
et de rayon 1. Donc en définitive la fonction 





permet la représentation conforme du quart de cercle ÜAB sur le cercle de centre O 
et de rayon i, avec correspondance biunivoque entre les deux domaines. 


III. — Sur les transformations de contact. 


239. Considérons les équations 


(9) Xz=X(x,y) 

où nous supposons que le jacobicn 


, Y=Y(a;.ÿ), 

^ n’est pas nul identiquement. Ces 


équations établissent une correspondance entre les points des deux plans (a?, y) 
et (X, Y), et cette correspondance est, au moins dans certains domaines, biuni- 
voque; par suite, à toute courbe du plan (æ, y), les équations (9) font corres- 
pondre une courbe du plan (X, Y) qui sera dite transformée de la première 
par les équations (9) : une telle transformation est appelée ponctuelle. 

Soient c une courbe du plan (a?, jt/), m un point de c, C et M les courbe et 
point correspondants du plan (X, Y), enfin y' et Y' les valeurs des dérivées 

^ et ^ en m et M sur les courbes c et C. Les règles connues du changement 

de variables permettent de déterminer Y' au moyen de x, y et ij\ indépendam- 
ment de la courbe c choisie : on aura 


( 10 ) 


Y': 


?Y . .^Y , dY , ,^Y 

dx du h y ~ 

* a y 


?x 


dX 


dx ~ 






TFX 

■^-ry 


Il en résulte que la transformation (9) change deux courbes c et Cp tan- 
gentes au point m(x, y), en deux courbes G et G^ tangentes au point M corres- 
pondant à m. 

On pourra de même exprimer Y(’‘) au moyen de æ, y, y' ... il en 
résulte comme précédemment que deux courbes qui ont un contact d’ordre n 
au point m(a?, y) sont transformées par les équations (9) en deux courbes 
ayant, au point correspondant à m, un contact du même ordre. On exprime 
ce fait en disant que les transformations ponctuelles conservent les contacts. 


240. On donne le nom ^'élément de contact à l’ensemble d’un point et 
d’une droite passant par ce point. Un élément de contact peut donc être défini 
par trois coordonnées (ce, y, y')^ les deux premières représentant les coor- 
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données du point, et la troisième le coefficient angulaire de la droite. On dit 
qu’un élément de contact appartient à une courbe si la courbe passe au point 
(x, y) et a en ce point une tangente de coefficient angulaire y'. 

Supposons que x, y et y' soient fonctions d’un paramètre t. Aux différentes 
valeurs de t correspondront oo ^ éléments; si l’on a identiquement 

dy — y'dx= 0, 

on dit que ces éléments forment une multiplicité. L’ensemble des points 
appartenant à la multiplicité en^estle support ponctuel. 

Il existe deux types de multiplicités. Ou bien æ et ^ dépendent effectivement 
de /; le support ponctuel est alors une courbe c, et la multiplicité se compose 
de l’ensemble des éléments appartenant à c. Ou bien x y sont constants; 
le support ponctuel se réduit à un point, on a dx — 0, = cl if est quel- 

conque; la multiplicité se compose d’un point fixe associé aux oo^ droites qui 
passent par ce point. 

Les équations 

(11) X = X{x, y, y'), Y = \(x,y,y'), Y' = P(x,y,y') 

définissent une correspondance entre les éléments de contact des plans (x, y) 

DIX Y P) 

et (X, Y) ; nous supposerons que le jacobien pas identiquement 

i)\ x, y -, y ) 

nul, de telle sorte que l’on puisse résoudre les équations (11) par rapport 
à X, y et y'. On dit que ces équations définissent une transformation de 
contact si l’on a identiquement une relation de la forme 

(12) dY — Y'dX ~f(x, y, y’) (dy — y'dx). 

A toute multiplicité de l’un des plans, les équations (11) font alors corres- 
pondre une multiplicité de fautrc plan; on peut donc dire que toute transfor- 
mation de contact détermine une correspondance entre les multiplicités des 
deux plans. Réciproquement si les é(jua lions (11) définissent une correspon- 
dance entre les multiplicités des deux plans, la relation 

dy — y'dx — 0 

doit entraîner r/Y — Y'dX ~ 0 ; 

le premier membre de cette dernière équation étant linéaire en dx, dy^ dy\ 
ceci exige que l’on ait une relation de la forme (12), donc que les équations (11) 
représentent une transformation de contact. 

Soit c une courbe du plan {x, //); la transformation de contact (11) chan- 
gera la multiplicité qui a pour support ponctuel la courbe c en une autre 
multiplicité dont le support ponctuel G sera un point ou une courbe : on dit 
que la transformation de conLict change c en G. 

Une transformation de contact change évidemment deux multiplicités qui 
ont Un élément de contact commun en deux autres multiplicités ayant aussi 
un élément de contact commun, donc deux courbes tangentes en deux courbes 
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tangentes, ou en une courbe et un point situé sur cette courbe. On peut 
d’ailleurs déduire des équations (11) la valeur de Y(”) en fonction de 
y-> y\ • • • î on en conclut, comme pour les transformations ponctuelles, 
que les contacts sont conservés par toute transformation de contact. 

Il est clair, d’après leur signification géométrique, que les équations (9) 
et (10) déterminent une correspondance de multiplicités, donc une transfor- 
mation de contact; on le vérifie analytiquement en montrant que ces équations 
entraînent la relation 


dY — Y'dXz 




J _D(X, Y) 


-y 


' ™ D(æ, y) 

^y 


{dy—y'dx), 


qui est bien de la forme (12). Ainsi toute transformation ponctuelle est une 
transformation de contact. 


24 i. Considérons maintenant la multiplicité du plan (æ, y) dont le support 
ponctuel SC réduit au point (a, 6), et supposons que les équations (11) défi- 
nissent une transformation de contact. Si les fonctions X(cc, //, y') et Y (x*, y, y') 
sont indépendantes de y\ la multiplicité correspondante du plan (X, Y) aura 
aussi pour support ponctuel un point : c’est le cas des transformations ponc- 
tuelles. Mais si ces fonctions dépendent de //', la multiplicité correspondante 
aura pour support ponctuel une courbe, dont on obtiendra l’équation en 
éliminant le paramètre arbitraire //' entre les équations 

X = X(a, 6,//), Y = Y(a, b, i/). 

Praçons-nous dans cette seconde hypothèse. A tout élément de contact d’une 
multiplicité du plan (æ, y), les équations (11) font correspondre un élément 
de contact d’une multiplicité du plan (X, Y), quelle que soit la nature des 
supports ponctuels en correspondance. Éliminons y' entre les deux premières 
équations (11), et soit ■ 

(13) F(x-,^,X,Y)=:0 

l’équation ainsi obtenue. 

A tout point m(x, y) cette équation fait correspondre une courbe V du plan 
(X, Y); quand m décrit une courbe c, la courbe P enveloppe une courbe C : 
je dis que cette courbe G est précisément la transformée de c par la transfor- 
mation de contact. En effet, à tout élément de contact (æ, y, y') de la multi- 
plicité qui a pour support ponctuel le point m, les équations (11) font corres- 
pondre un élément de contact (X, Y, Y') de la courbe P correspondant à m ; 
en particulier à l’élément de contact formé du point ni et de la tangente à c 
en m correspond un élément de contact qui appartient à la fois à P et à la 
transformée de c par la transformation de contact : donc cette transformée 
enveloppe les courbes P, et par suite elle est identique à G. 

A tout point M(X, Y), l’équation (13) fait de môme correspondre une 
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courbe y (cc, ÿ), et quand M décrit une courbe C, y enveloppe une 

courbe c qui est, on le montrerait comme précédemment, la courbe associée 
a G par la transformation de contact. Une transformation de contact autre 
qu’une transformation ponctuelle est donc entièrement définie par une équation 
telle que (13); aussi donne-t-on à cette équation le nom d'équation fonda- 
mentale de la transformation de contact. 


Soit y = f{x) 

l’équation d’une courbe c du plan (x, y). Pour avoir sa transformée, il faut, 
d’après la théorie des enveloppes, éliminer a?., y et y' entre les quatre équations 


(14) F(x,ÿ,X,Y)=0, + = y = f{x), 

Les deux premières, qui sont indépendantes de la courbe c, donnent X et Y 
en fonction de æ, y et y'. Pour avoir Y', difîérentions la première équation, 
on aura 


dF 


ou, en tenant compte de la seconde équation et des relations 
dy=zy'dx, dY = Y'dX, 




?F 


^F 


.Y?P = 0. 


En résumé, les équations 


F = 0, 


:^x 


‘lE 


= 0 , 


.^F 

?X 


H- Y' 


?Y 


= 0 , 


résolues par rapport à X, Y et Y', donneront les équations de la transformation 
de contact qui a pour équation fondamentale l’équation (13). 

Prenons par exemple comme équation fondamentale 

Y -f- ^ = 0 ; 


on en déduit aisément, pour la transformation de contact correspondante, les 
équations 

X=zy\ Y = xi/ — y, Y'zz=x, 


On donne à cette transformation le nom de transformation de Legendre. 

On voit maintenant la différence qui existe entre les transformations de con- 
tact ponctuelles et non ponctuelles. Les premières établissent entre les plans 
(æ, y) et (X, Y) une correspondance point par point et courbe par courbe : 
elles transforment les multiplicités sans jamais altérer la nature des supports 
ponctuels. Il n’en est pas de même des secondes; considérons en effet la mul- 
tiplicité du plan (x, y) définie par les équations 

(15) x=zx{t), y = y(t), y'=zp{t)\ 
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la multiplicité correspondante du plan (X, Y) aura un support ponctuel dont 
on obtiendra l’équation en éliminant æ, y, y' et t entre les deux premières 
•équations (14) et les, trois équations (15). En particulier à la multiplicité 

x = a, y = b, y' = t, 

qui a pour support ponctuel le point (a, 6) correspondra une multiplicité 
ayant pour support ponctuel la courbe 

F(a, 6, X, Y) = 0. 

Donc à tout point du plan (æ, y), la transformation de contact définie par 
les équations (14) fait correspondre une courbe du plan (X, Y), et de même 
à tout point du plan (X, Y) correspond une courbe du plan (x, y). Autrement 
dit cette transformation fait correspondre en général une courbe à une courbe; 
toutefois il existe dans le plan (æ, y), une congruence de courbes, 

F(x-, y, a,p) = 0; 

à chacune desquelles ne correspond qu’un point (a, p) du plan (X, Y), et de 
même il existe dans le plan (X, Y) une congruence de courbes 

F(a, 6, X,Y) = 0 

à chacune desquelles ne correspond qu’un point [a, b) du plan (æ, //). 

Du point de vue de la géométrie des multiplicités, on remarquera qu’il n’y 
a aucune différence essentielle entre les deux types de transformations de 
contact : c’est ce qui explique l’importance des notions ci-dessus introduites. 

Rappelons que nous avons rencontré précédemment (n° 19), sous le nom de 
transformations dualistiques, une classe importante de transformations de 
contact non ponctuelles, correspondant à une équation fondamentale linéaire 
en [x, y) et en (X, Y). Par exemple la transformation de Legendre est, on 
s’en assurera sans difficulté, une transformation par polaires réciproques rela- 
tivement à la parabole 

= 0 . 


242. Pour donner une application intéressante de la théorie des transfor- 
mations de contact, considérons l’équation différentielle 

(16) /•(x, y, (/') = 0. 

Les élément? de contact, en nombre oc qui satisfont à cette équation, sont 
appelés éléments intégraux. Toute multiplicité formée d’éléments intégraux 
est une multiplicité intégrale de l’équation (16) : intégrer cette équation, c’est 
répartir les éléments intégraux en multiplicités. 

Si le support ponctuel d’une multiplicité intégrale est une courbe, ce sera 
évidemment une courbe intégrale au sens ordinaire. Mais il pourra exister des 
multiplicités intégrales ayant pour support ponctuel un point : on voit que 
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l’introduction de la notion de multiplicité permet d’élargir le problème de 
l’intégration des équations différentielles. 

Les équations de la transformation de contact (11) font correspondre, aux 
«2 éléments intégraux de l’équation (16), oo^ éléments de contact satisfaisant 
à l’équation 

(i7) F(X,Y,Y') = 0; 

il est clair que toute multiplicité intégrale de l’équation (16) sera transformée 
en une multiplicité intégrale de l’équation (17) et réciproquement. 11 en résulte 
que si l’on sait intégrer l’une de ces équations, on saura intégrer l’autre. 
Considérons par exemple l’équation de Glairaut 

m y = 

et appliquons-lui la transformation de Legendre 

(19) X = ÿ', Y = xi/—ij, Y' — x. 

Cette équation devient 

(20) Y-|-AX) = 0. 

Les multiplicités qui satisfont à l’équation (20) sont celles qui ont pour sup- 
port ponctuel un point quelconque de la courbe C représentée par l’équation 
(20); elles sont donc définies par des équations telles qüe 

X = a, Y = -A«). Y' = /, 

où a désigne une constante et t un paramètre variable. On tire d’ailleurs des 
équations (19) 

x = Y\ ij = XY' — Y, y' = X, 

de sorte que les multiplicités intégrales correspondantes de l’équation (18) sont 
définies par les équations 

x—t, ij — at f{a), y' — a. 

Les supports ponctuels de ces multiplicités sont les droites 

(21) tj — ax + l\a), 

qui constituent les intégrales au sens ordinaire. 

Il existe encore une multiplicité satisfaisant à l’équation (20), c’est celle qui 
a pour support ponctuel la courbe C. Cette multiplicité a évidemment un élé- 
ment commun avec chacune des multiplicités précédentes. Il lui correspondra 
donc, par la transformation de Legendre, une multiplicité dont le support 
ponctuel sera l’enveloppe des droites (21); on retrouve ainsi l’intégrale singu- 
lière de l’équation de Clairaut. 

Considérons encore l’équation de Lagrange 

y=^f{y’)-^^(yy 
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Il lui correspond, par la transformation de Legendre, l'équation 
Y'[X~AX)]~Y = cp(X); 

c'est une équation linéaire; nous pouvons donc affirmer a priori que l’inté- 
gration de l’équation de Lagrange se ramène à des quadratures. 


Pour bien préciser la méthode, nous traiterons complètement le cas de l’équation 
(22) y = 4. 1 ; 


elle devient, par la transformation de Legendre, 

(23) Y'(X — — Y = l. 

Cette équation linéaire s’intégre aisément, et l’on trouve 


d’où l’on tire 


^ ~ 1— X ’ 


Y' 


a — \ 

(r=x7‘ 


On peut donc représenter les multiplicités intégrales de l’équation (23) par les 
équations 

x = /, Y = = 


i—l 




celles de l’équation (22) seront alors représentées par les équations 


y = -- (ï^p -' 

les deux premières donnent les équations paramétriques des courbes intégrales, ce 
sont les paraboles 


(y — X — a)* — 4 (a — 1) a* = 0. 


L’équation (23) admet en outre les multiplicités intégrales 

X = l, Y = — 1, r = 

X = 0, Y = — 1, r=t, 

auxquelles correspondent, pour l’équation (22), les multiplicités intégrales 

y = y' — i, 

x~ty y = l, /~0; 


la première a pour support ponctuel la droite 


y = x-hl; 

c'est la courbe intégrale correspondant ù a = 1 ; la seconde a pour support ponctuel 
la droite 

c’est l’intégrale singulière de l’équation (22). 


Îi43. Toutes les notions précédentes s'étendent sans difficulté à l’espace à 
trois dimensions. Contentons-nous d'indiquer la marche à suivre. 
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On appelle élément de contact dans l’espace l’ensemble d’un point et d’un 
plan passant par ce point. Soient (cc, jy, z) les coordonnées cartésiennes du 
point; l’équation du plan pourra se mettre sous la forme 
Z — 2 — ju(X — a? ) — .g (Y — y ) =0. 

Un élément de contact peut donc être défini par les cinq coordonnées (x, y, 
r, /), q). On dit qu’un élément de contact appartient à une courbe ou à une 
surface si la courbe ou la surface sont tangentes en ce point au plan associé. 

Supposons que x, y, z, p ci q soient des fonctions d’un paramètre a; aux 
différentes valeurs de a correspondront oo ^ éléments. Si l’on a identiquement 

dz — pdx — qdy = 0, 

on dit que ces éléments de contact forment une multiplicité à une dimension^ 
et l’ensemble des points de la multiplicité en est le support ponctuel. 

Le support ponctuel peut être un point; la multiplicité se compose alors du 
point et de 00 ^ plans enveloppant un cône qui a son sommet en ce point. 

Quand le support ponctuel est une courbe, la multiplicité se compose de la 
courbe et d’une famille à un paramètre de plans tangents à la courbe; ces 
plans enveloppent une développable sur laquelle se trouve située la courbe; 
on peut donc dire que la multiplicité se compose d’une courbe et d'une déve- 
loppable passant par la courbe. Nous rencontrerons de telles multiplicités 
dans la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre. 

Supposons que x, y^ z, /?, q soient des fonctions de deux paramètres a et P; 
aux différentes valeurs de a et p correspondront oo^ éléments. Si l’on a iden- 
tiquement 

dz — pdx — «2 = 0, 

on dit que ces éléments de contact forment une multiplicité à deux dimen- 
sions^ et l’ensemble des points de la multiplicité en est le support ponctuel. 

Le support ponctuel peut être un point; la multiplicité se compose alors du 
point et des oo^ plans passant par ce point. 

Le support ponctuel peut être une courbe ; la multiplicité se compose alors 
des 00 * points de la courbe, chacun de ces points étant associé successivement 
aux oc * plans tangents h la courbe en ce point. 

Enfin le support ponctuel peut être une surface; la multiplicité se compose 
alors des oo points de la surface, chacun d’eux étant associé au plan tangent 
correspondant. 

Les équations 

X = X(x\ y, Z, p, q), Y = Y(x, y, z,p, q), Z = Z{x, y, z, p, q), 

(24) P = P(x, y, r,/>, g), Q — Q(x, y, z, p, q) 

font correspondre à tout élément de contact de l’espace (x, y, z) un élément 
de contact de l’espace (X, Y, Z). On dit que ces équations définissent une 
transformation de contact si l’on a identiquement une relation de la forme 

(25) dZ — PdX — QdY = p (x, y, z,p, q) {dz — pdy — qdy). 
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Les équations (24) font alors correspondre à toute multiplicité de Vmi des 
espaces une multiplicité de Fautre. Quelle que soit la nature des supports 
ponctuels de ces multiplicités, point, courbe ou surface, on dit qu’ils se 
correspondent par la transformation de contact. 

On verrait, comme dans le plan, qu’une telle transformation conserve les 
contacts. Considérons par exemple deux surfaces tangentes s et si elles 
sont changées en une courbe C et une surface S^, G et seront tangentes; si 
elles sont changées en deux courbes G et G^, ces deux courbes auront un point 
commun, et à l’élément de contact commun à s et correspondra l’élément 
de contact formé par le point d’intersection de C et G^ et le plan des tangentes 
a C et G^ en ce point. 

Dans le cas où les seconds membres des trois premières équations (24) ne 
contiennent pas jo et on a une première espèce de transformations de con- 
tact, les transformations ponctuelles. Ces transformations conservent la nature 
des supports ponctuels des multiplicités en correspondance. 

Si l’élimination de p Qt cj entre les trois premières équations (24) conduit à 
deux relations distinctes de la forme 

Fi(X, Y, Z, æ, y, z) = 0, F 2 (X, Y, Z. æ, y, 2 ) = 0, 

à chaque point ni {x, y, z) ces relations font correspondre une courbe F de l’espace 
(X, Y, Z), et la multiplicité qui a pour support ponctuel le point m est trans- 
formée, on le voit sans peine, en la multiplicité qui a pour support ponctuel F. 
Si le point m engendre une courbe c, les courbes F correspondantes engendrent 
une surface S qui est la transformée de c; si le point m engendre une surface s, 
les courbes F correspondantes forment une congruence dont la surface focale S 
est la transformée de s. On a ainsi une seconde espèce de transformations de 
contact, qui changent les points en courbes et les courbes en surfaces. 

Une transformation très importante de ce type a été construite par Sorhus 
Lie : elle change les droites en sphères. Il en résulte que toute surface réglée 
est transformée en une surface enveloppe d’une famille de sphères à un para- 
mètre; en particulier les quadriques, qui ont deux familles de génératrices 
rectilignes, sont transformées en cyclides de Dupin. 

Supposons enfin que l’élimination de p et q entre les trois premières équa- 
tions (24) conduise à une seule relation de la forme 

(26) F(X, Y, Z,x,y,z)=0: 

à chaque point m(cc, y, z) l’équation ci-dessus fait correspondre une surface i], 
et la multiplicité qui a pour support ponctuel le point m est transformée en la 
multiplicité qui a pour support ponctuel la surface S. Si le point m décrit 
une courbe c ou une surface s, les surfaces S correspondantes enveloppent 
une surface S, qui est la transformée de c ou de s. G’est le troisième type de 
transformations de contact : elles changent les points et les courbes en 
surfaces. Examinons rapidement ce dernier type. 

Le point (x^ y^ z) étant assujetti à décrire une surface s, soient p ei q les 
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valéurs des dérivées ™ et ^ en tout point de s. L’élément de contact {x, y, z, 
/>, q) sera formé d’un point de s et du plan tangent en ce point. Soient S la 
transformée de s, (X, Y, Z) un point de S, P et Q les valeurs des dérivées 

et 5^ en ce point; l’élément de contact (X, Y, Z, P, Q) sera formé d’un point 

de S et du plan tangent en ce point. 

Ceci posé, soit 

z = A®. «/) 

l’équation de s. On aura, d’après ce qui précède, l’équation de S en éliminant 
cc, 2 , P et q entre les équations 


?z 


F(X, Y, Z, æ, y, 2)=0, 


?F . 


.■>F^ ?F . 


• ?z 


z = f{x,y), p=^^, <7 = ^. 

Les trois premières sont indépendantes de s; elles feront connaître X, Y et Z 
en fonction de æ, y, z, p et q. Pour avoir P et Q différentions l’équation (26); 
on aura 

. r^F J.. . ?F . :)F . r^F ,^ . dF 


: -4- dy -4- ^ c/X H- c/ Y -4- ^/Z = 0 , 


d’où, en tenant compte des équations 

?F 


‘^- 4 -/>~ = 0, dz=zpdx-{-qdy, 




?F 


c^F 

'?7J 


et par suite, puisque dZ = PdX -h Qo?Y, 

Il en résulte que si l’on connaît la relation (26), qui est appelée V équation 
fondamentale de la transformation de contact, on obtiendra les équations de 
cette transformation en résolvant par rapport à X, Y, Z, P et Q le système 

F = o, = -^+4=0, ,^ + P‘^=o, ^+Q‘^=o. 

Prenons par exemple pour équation fondamentale 
Z 4-z — Xæ — Y^ = 0; 
on en déduira la transformation de contact 

X= 7 J, Y = g, Z—px-\-qy — z, P = x, Q = !/, 
qui est appelée transformation de Legendre. 
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Les transformations dualistiques de l’espace (n® 47) sont des transformations 
de ce troisième type; par exemple la transformation de Legendre est une 
transformation par polaires réciproques relativement au paraboloïde 

= 0 . 

L’équation aux dérivées parlielles 

(27) f{x,y,z,p,q) = 0 

uéfînit 00 ^ éléments de contact qui sont appelés éléments intégraux de cette 
équation. Toute multiplicité formée d'éléments intégraux est une multiplicité 
intégrale', intégrer l’équation (27)> c’est répartir les éléments intégraux en 
multiplicités. 

Si le support ponctuel d’une multiplicité intégrale est une surface, ce sera 
une surface intégrale au sens ordinaire; mais il pourra exister des multipli- 
cités intégrales ayant pour support ponctuel un point ou une courbe, de telle 
sorte qu’ici encore la notion de multiplicité permet d’élargir le problème de 
l’intégration. 

Les équations (24) d’une transformation de contact font correspondre aux 
00 * éléments intégraux de l’équation (27) oo* éléments intégraux représentés 
par une équation telle que 

(28) F(X,.Y, Z, P, Q)=:0. 

Toute multiplicité intégrale de l’équation (27) sera transformée en une 
multiplicité intégrale de l’équation (28) et réciproquement. 11 en résulte que 
si l’on sait intégrer une de ces équations on saura intégrer l’autre. 

On verra plus loin des applications de cette méthode. 


§ IV. — Équations de Monge. Complexes de droites. 

244. L’extension à l’espace de la notion d’élément de contact du plan 
(x, y, y'), formé d’un point et d’une droite passant par ce point, nous a 
conduits à l’élément de contact {x, y, z, p, q) formé d’un point et d’un plan 
passant par ce point. Cette extension peut être dirigée d’une autre façon; on 
peut, en effet, dans l’espace comme dans, le plan, considérer l’élément de 
contact formé d’un point et d’une droite passant par ce point :.on pourra le 
définir par les coordonnées (æ, y, z, dx, dy, dz), les trois dernières n’interve- 
nant en réalité que par leur rapport et représentant un système de paramètres 
directeurs d’une droite quelconque issue du point (x, y, z). Toute courbe 
constitue un ensemble de oo^ éléments de contact de cette espèce, formé des 
points de la courbe et des tangentes à la courbe. Pour éviter toute confusion, 
on donne à l’élément de contact (x, y, z, /?, q) le pom éi' élément superficiel, 
et à l’élément de contact (x, y, z, dx, dy, di) le nom di* élément linéaire. 

Un élément linéaire dépend donc de cinq paramètres, comme un élément 
Laihé, Anal., II. 12 
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superficiel, et cette particularité permet de prévoir que nous pourrons établir 
des relations entre les ensembles d^éléments de contact des deux espèces ; nous 
allons en donner un exemple très important. 

L’espace comprend, nous venons de le dire, oc» éléments de contact de 
chaque espèce. Un ensemble de oc* éléments superficiels est donc défini par 
une équation de la forme 

(29) F(x, y, z,/>, 9 ) = 0, 

qui est une équation aux dérivées partielles du premier ordre. De même un 
ensemble de oc* éléments linéaires est défini par une équation 

(30) <ï> (a?, ij, Z, dx, dtj, dz) z= 0 

qu’on appelle équation de Monge. Pour nous borner au cas usuel, nous 
supposerons que 1» est un polynôme en dx, dy, dz. Alors, un élément de 
contact n’étant pas modifié quand on remplace dx, dy, dz, par hdx, hdy, fidz, 
la fonction 4> est homogène en dx, dy, dz. 

L’intégration de l’équation de Monge consistera à déterminer les courbes 
dont’tous les éléments linéaires satisfont à l’équation considérée. Si l’on pose 
y = f{x), f désignant une fonction arbitraire, l’équation (30) devient une 
équation différentielle ordinaire entre x et z; il en résulte que l’intégrale 
générale de l’équation de Monge dépend d’une fonction arbitraire. 

A chaque point {x, y, z) l’équation (30) fait correspondre oc* éléments 
linéaires qui forment un cône, le cône élémentaire associé à l’équation (30). 
Toute courbe intégrale de l’équation (30) sera donc tangente en chacun de ses 
points à une génératrice du cône élémentaire, et réciproquement. 

Supposons d’abord que le cône élémentaire ne se réduise pas à un plan, 
c’est-à-dire que l’équation (30) ne soit pas linéaire en dx, dy, dz. Alors aux 
00 * éléments linéaires associés par l’équation (30) au point (æ, y, z) corres- 
pondent oc* éléments superficiels formés du point (æ, y, z) et des plans 
tangents en ce point au cône élémentaire. C4omme l’espace comprend oc» points, 
il existe oc* éléments superficiels associés ainsi à l’équation (30), et ces éléments 
vérifient par suite une équation aux dérivées partielles, de la forme (29), qu’on 
pourra déduire de l’équation (30). A chaque équation de Monge on peut ainsi 
associer une équation aux dérivées partielles du premier ordre de telle sorte 
que toute surface intégrale de la seconde soit tangente en chacun de ses 
points au cône élémentaire de la première; nous verrons plus tard que les 
courbes définies par l’équation (30) jouent un rôle important dans la théorie 
de l’intégration de l’équation (29) associée {courbes intégrales). 

Si le cône élémentaire associé à l’équation (30) se réduit à un plan, cétte 
équation sera de la forme 

(31) P(a;, y, z)dx-\-Q{x, y, z)dc/-f- R(cc, y, z)dz = 0 

{équation de Pfaff). 11 n’existe plus que oc® éléments superficiels associés ; 
une étude ultérieure de l’équation de Pfaff montrera qu’en général*, c’est-à- 
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dire si les coefficients P, Q, R ne vérifient pas une certaine relation d’égalité, 
il est impossible de grouper ces oo* éléments superficiels de façon à obtenir 
une famille de surfaces; autrement dit, l’équation (31) n’est pas en général 
intégrable sous la forme 

Ü{x,y,z)==a\ 

245. Notre but n’est pas d’étudier d’une façon générale l’équation (30); 
nous examinerons simplement le cas où cette équation admet comme intégrale 
une famille de droites à trois paramètres, un complexe de droites. Par tout 
point de l’espace, il passe dans ce cas une infinité de droites du complexe qui 
forment le cône élémentaire associé à l’équation (30), et pour déterminer cette 
équation il suffira de trouver la relation que doivent vérifier les oo‘ éléments 
linéaires attachés au point (æ, z). 

Soient 

(32) — 

^ ^ abc 

les équations générales de la droite. On en tire 

bz — cy= bzQ — cy^, ex — az = cx^ — az^, aij — bx = ay^, — ôXo, 
et il est clair que ces trois équations se réduisent à deux. Posant alors 
— cx^,-~az^ = m, aÿo-~ôiro = n, 

on aura 

(33) a/ -4- 6m -f- en = 0. 

On donne aux coefficients (a, 6, c, /, m, n), liés par l’équation (33), le nom 
de coordonnées plückériennes de la droite, du nom du géomètre Plügker, 
qui en a fait le premier un emploi systématique. Ces six coordonnées défi- 
nissent complètement une droite; elles permettent en effet d’écrire ses équa- 
tions cartésiennes sous la forme 

bz — cytz^l, ex — az — m^ ay-—bx-=zn. 

Comme ces six paramètres figurent de façon homogène, et que d’autre part 
ils sont liés par l’équation (33), il reste bien quatre paramètres essentiels dans 
les équations de la droite. 

Toute relation algébrique homogène entre a, 6, c, /, m, n, distincte de (33), 
définit un complexe algébrique de droites. Soient 

(34) F(a, 6, c, /, m, n) = 0 

une telle relation, (æ, y, z) un point d’une droite du complexe; on aura sur 
cette droite 

/ = 6z — cy^ m = cx — az, n-=ay — bx^ 

et par suite 

X — X _ Y -—y Z — Z (Y — y)z — {Z^z)y (Z — z) x — (X — x) z 

a 6 c / m 

_ {X. — x)g — {Y — y)x 


n 
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En particulier, on aura tous les éléments linéaires appartenant aux droites du 
complexe issues du point (cc, z) en prenant pour point (X, Y, Z) un point 
{x -f- c?£c, y -4- dy, z-^dz) infiniment voisin de (x, z) sur la droite dont les 
coordonnées plückériennes sont a, b, c, l, m, n, ce qui donne 

dx dy dz zdy — ydz xdz — zdx ydx — xdy ^ 

__ ^ , 

les coefficients a, 6, c, /, m, n devant vérifier l’équation homogène (34), on 
aura finalement 

(35) F (dx, dy, dz, zdy — y dz, xdz — z dx, ydx — x dy) = 0. 

C’est l’équation de Monge associée au complexe (34) ; le premier membre est 
une fonction homogène de ses six arguments. 

Inversement toute équation de Monge de la forme (35) admet comme inté- 
grales, d’après le calcul même que nous venons d’effectuer, les droites du 
complexe défini par l’équation (34). On voit que la théorie des complexes de 
droites est liée intimement à l’étude d'une équation de Monge de forme parti- 
culière, l’équation (35); montronsde encore sur un exemple. 


246. L’intégrale générale d’une équation de Monge dépendant d’une 
fonction arbitraire, le complexe (34) n’épuise pas l’ensemble des courbes 
intégrales, celles-ci étant assujetties seulement à être tangentes en chacun de 
leurs points à une droite du complexe. On donne aux courbes intégrales 
distinctes des droites du complexe le nom de courbées du complexe. 

Soient F une telle courbe, (x, y, z) un point de F, enfin t le paramètre qui 
fixe la position d’un point sur la courbe. On aura, en désignant par des 
accents les dérivées relatives au paramètre, 

F(x', ij\ z', zy' — yz', xz' — zx', yx' — xy')=:i)\ 


pour simplifier, soit y, z, x', y', z') le premier membre de cette équation. 
On aura 


? F , ? F , ^ ? F , f i^F , ? F , 


où nous avons écrit /, m, n k la place des trois derniers arguments de la 
fonction F. On en tire 


x' U h z — = 0. 

^ ^y DZ 


D’ailleurs, la fonction <(>, considérée comme fonction de /, est identiquement 
nulle sur F ; on a donc 


d’où 

(36) 




y'-- 

y jy 


DZ 
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Enfin, l’équation F=:0 étant celle d’un complexe, ^ est* homogène en x', 
ÿ', z', et l’équation 0 = 0 entraîne 


(37) 


X - — 7 - 




-zV7 = 0. 
3 Z 


On tire des équations (36) et (37) les proportions 


yllszïiù 




5? 


les numérateurs forment un système de paramètres directeurs du plan oscu- 
lateur à T au point (cc, y, z); pour interpréter géométriquement les dénomina- 
teurs, remarquons que l’équation 

<l>(x,y,z, x\ £/', z') = 0, 


où æ, y, z sont donnés, caractérise les directions des génératrices du cône du 
complexe, en sorte que l’équation de ce cône s’écrit 

<l>(cc, ÿ, z,X — X, Y — //, Z — z) = 0; 


si on se rappelle que la fonction O est homogène en x\ y\ z\ et que X — æ, 
Y — y, Z — z sont proportionnels à x', y\ z', on voit que les paramètres 
directeurs du plan langent au cône suivant la génératrice {x\y\z') sont 


proportionnels à 




.vl» 


On a alors immédiatement la conséquence 




suivante : toute courbe du complexe a pour plan oscillateur en un point le 
plan tangent au cône élémentaire suivant la tangente à la courbe en ce 
point. Par suite, quand deux courbes du complexe ont un élément linéaire 
commun, elles ont même plan osculateur au point correspondant. 


247. A chaque point de l'espace, réquation du complexe fait corres- 
pondre, nous l’avons vu, un cône, le cône du complexe, ayant son sommet 
en ce point, et formé des droites du complexe issues de ce point. Transfor- 
mons dualistiquement cette proposition : une transformation dualistiquc 
change les droites en droites, et par suite un complexe en un autre complexe 
(n® 19). On aura donc la proposition suivante : à chaque plan II de l'espace 
correspond une courbe G de ce plan, enveloppée par les droites du complexe 
situées dans le plan n. 

On donne à la courbe G le nom de courbe du complexe dans le plan II. En 
chacun de ses points, elle admet le plan II lui-mème comme plan osculateur; 
par suite, en chaque point de la courbe G, le cône du complexe est tangent 
au plan II, la génératrice de contact étant précisément la tangente à la 
courbe G au point considéré. 

En particulier quand la fonction F est linéaire, l’équation (35) définit une 
classe de complexes spécialement intéressants, les complexes linéaires. On 
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voit d’abord que dans ce cas le cône du complexe dégénère en un plan : 
toutes les droites du complexe passant par un point P engendrent un plan II; 
corrélativement, toutes les droites du complexe contenues dans un plan U 
passent par un point P de ce plan : le point P est le pôle ou /b^er du plan n, 
qui est le plan polaire de P. A tout complexe linéaire est donc attachée une 
transformation dualistique qui a ceci de particulier qu’à tout plan n corres- 
pond un point situé dans ce plan. On sait(^) qu’on peut toujours, par un 
déplacement, amener deux figures qui se correspondent dans une telle dualité 
à devenir polaires réciproques par rapport à un paraboloïde hyperbolique. 

Supposons maintenant que le complexe ne soit pas linéaire, et considérons 
une droite A du complexe; chaque point P de A est le sommet d’un cône du 
complexe, et quand le point P glisse sur A, le plan tangent au cône du 
complexe le long de A change en même temps que P [au moins si A n’a pas 
été choisie d’une façon particulière (^)]. A chaque point de A, l’équation du 
complexe fait donc correspondre un plan passant par A : nous allons étudier 
cette correspondance entre point et plan. 

Soient P(æ, y, z) et Pi(cCp //p zj deux points de A, II et les plans asso- 
ciés ; on aura 

Xi=:cc-t-pæ', ÿ, = ir/-+-pÿ', z^ = z-hpz'. 

D’ailleurs, si (a, 6, c, /, m, n) sont les coordonnées plückériennes de A, on a 
F (a, ô, c, /, m, n) = 0, 

où l’on peut prendre 

a = x\ b = y\ c—z\ l = yz—zy\ m^zx' — xz\ n^xif — yx'. 


Nous avons vu de plus qu’en posant 

<l>(æ, y, Z, x\ y\ z') ^ F(a, 6, c, /, m, n) 
on pouvait prendre pour paramètres directeurs du plan 11 


. ?‘1> ? F D F 


?F 


’dz' ■ 


jF 
■ ' 


c''<î> 

jF jF 
^ ?l 


3F 3F 

— -h æ z 

36 3 n 


?F 
3/ ’ 


on pourra de même prendre pour paramètres directeurs du plan 


\Z 


.‘IZ. 

■ 3 a ' 


-(Z- 


m?F 


+ = ^ + -6-), 

/ ?F jF\ , /.jF „dF\ 


(^) Darboux, Principes de Géométrie analytique^ p. 103. 

(•) Il existe des complexes spéciaux pour lesquels le plan considéré est invariable le long 
de toute génératrice A : nous excluons ces complexes de la présente étude. 
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Sur la droite A, les quantités — h 
des constantes [i-o, v^. L’équation du plan sera donc de la forme 


dF .?F dF .'^F 
J- b~, a- c— T, 

i>m 3/1 


6 —7 — a — sont 
Dm 


(X -f- pXo) (X — æ) -h ([J. -4- pfL,,) (Y — */) -h (v -f- pvo) (Z — z)=z 0 . 

Autrement dit, les plans associés aux différents points de A forment un fais- 
ceau (n° 16), et, d’après la signification évidente du paramètre p, il y a corres- 
pondance homographique entre un point de A et le plan associé : le rapport 
anharmonique de quatre points de A est donc égal à celui des quatre plans 
correspondants. 

Nous n’insisterons pas davantage sur la théorie des complexes, renvoyant, 
pour une étude plus détaillée', soit à VInitiation aux méthodes vectorielles 
de MM. Bouligand et Rabaté pour les complexes linéaires, soit aux belles 
Leçons de Géométrie supérieure de M. Vessiot. Signalons cependant encore 
pour ce qui concerne les complexes linéaires, que deux courbes du complexe 
qui ont un élément linéaire commun ont non seulement au point correspon- 
dant même plan osculateur (le plan du complexe), mais aussi même torsion, 
et que cette propriété caractérise les complexes linéaires (^). 


§ V. — Compléments de calcul vectoriel. 

248. Le calcul vectoriel, appliqué à l’étude des courbes et des surfaces, 
outre les simplifications incontestables qu’il apporte dans l’exposé de la 
-théorie, présente l’avantage de n’introduire que des grandeurs ayant une 
signification géométrique précise, liée aux courbes et surfaces étudiées, et par 
suite indépendantes du choix des axes de référence : nous dirons que de telles 
grandeurs ont un caractère invariant. 

Nous allons montrer, moyennant quelques notions complémentaires, que le 
calcul vectoriel peut aussi servir à manifester le caractère invariant de cer- 
taines formules analytiques, caractère qui n’apparaît pas à première vue avec 
les notations cartésiennes. 

Dans tout ce qui suit, nous n’utiliserons que des axes rectangulaires, et 
pour simplifier l’exposition, nous nous placerons d’abord dans le cas du plan, 
l’extension à l’espace à trois dimensions ne souffrant aucune difficulté. De 
plus, bien que cette hypothèse ne soit pas essentielle, nous supposerons que 
toutes les fonctions considérées dans le présent paragraphe sont des fonctions 
analytiques de leurs arguments. 

249. Rapportons le plan à deux axes rectangulaires Oæ, 0^, et soit F(cc, y) 
une fonction définie dans une certaine région R du plan. On peut remplacer 
la notation F (x, y) par la notation F (M), M désignant le point de coordonnées 
(x, y)\ F(M) est une fonction de point. 


(1) Nouvelle^ Annales de MathimaliqueSy mai 1925. Voir aussi B. Gambier, Bulletin des sciences 
mathématiquÀy t. 50, 1926, p. 43, et G. Cerf, Nouvelles Annales, février 1926. 
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On appelle gradient de la fonction F(M) au point M, et on représente par 
la notation 


gradF(M), 

un vecteur lié à ce point et ayant pour composantes 


Soit Mq un point de R; l’équation 

F(M)-F(Mo) = 0 

définit une courbe F qui passe par ce point. Le vecteur gradF(Mo) est évidem- 
ment normal en Mq à F. On a d’ailleurs 


</F = — da: -H — du = grad F . c/M ; 


prenons sur la normale en à F un point infiniment voisin de M^; on 
aura, d’après la formule précédente, 

F(MJ - F(Mo) = grad F(Mo) . M^M,. 

Le produit scalaire du second membre est positif si MoM^ a même sens que le 
gradient, et négatif dans le cas contraire; donc F(M) croît quand M se déplace 
dans le sens du gradient et décroît dans le cas contraire. Autrement dit le gra- 
dient de F(M) au point est dirigé suivant la normale à F en du côté où 
F(M) va en croissant. De plus, la grandeur du gradient est la limite du rapport 

F(M,)-~F(Mo) 

quand le point tend vers sur la demi-normale à F située du côté où 
F(M) va en croissant. 

Le gradient de la fonction F(M) a donc une signification géométrique indé- 
pendante du choix des axes : c’est une grandeur invariante (^). On peut le 
vérifier analytiquement de la façon suivante. 

Considérons dans le plan un second système d’axes et soient 


(38) x^ = a~\-0LX-\-^ij, 

les formules du changement d’axes. La fonction F(M) s’exprime au moyen des 
nouvelles coordonnées, et le gradient au point M a pour projections sur les 

nouveaux axes il s’agit de montrer que ce vecteur est identique au 

? F ? F’ 

vecteur de projections sur les anciens axes, autrement dit d’établir les 

relations 

?F , ?F ?F .c'^F . ,, 3F 


yx 




‘•‘'y. 




i/i 


or ces relations résultent immédiatement des formules (38). 


(1) Le plan des xy étant supposé horizontal, à chaque point M faisons correspondre le point 
de cote F(M) qui se projette en M. A la région R correspond une surface : on vérifiera que 
grad F(M) est dirigé suivant la projection de la demi-tangente ascendante à une ligne de 
plus grande pente, et que le nombre qui mesure sa longueur est égal à cette pente maximum. 
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Soient A une demi-droite quelconque issue du point M, u le vecteur unitaire 
d’origine M porté par A, enfin M' un point de A très voisin de M. On appelle 
dérivée la fonction F(M) suivant la demi-droite A la limite du rapport 

F(]Vr) — F(M) 

MW 


quand la longueur MM' tend vers zéro. Posons 

MM' = ud/ avec d/>0: 

la dérivée suivant A sera égale à On a d'ailleurs 

c/F = grad F . MM' = grad F .udl 
dF 


et par suite 


W 


= grad F. U. 


Le gradient permet donc d’évaluer la dérivée de la fonction de point F(M) 
suivant une demi-droite quelconque. 

A chaque point M(æ, y) du plan, faisons maintenant correspondre un vecteur 
V(M) de composantes X(a?,7/) et Y(aî, y); nous définissons ainsi dans le plan 
un champ vectoriel, La fonction de point 


c?(M)=v 




:>x ' iÿ 

s’appelle la divergence du champ au point M et se représente par la notation 

divV(M). 

Nous allons voir que cette grandeur a un caractère invariant. 

Soient, en effet, relativement aux nouveaux axes, et les composantes 
du vecteur V. On aura, avec les notations précédentes, 

?x' 


X 


et par suite 


«X, + «,Y„ = «(ag* -f- ) + «, («g| H- , 


La divergence a donc bien un caractère invariant 

^ . 1 . 1 , . ?Y dX 

On verrait de meme que le scalaire 

résulte que la formule de Green 

Xxrfx + Ydy = f£ (g 

qui peut s’écrire = f£ (g - ^-^)d ,, 

a un caractère invariant. 


— a un caractère invariant. 11 en 
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250. Les notions de gradient et de divergence s’étendent immédiatement 
A l’espace à trois dimensions. Soit F (M) une fonction de point, M désignant 
le point de coordonnées (æ, y, z). Le gradient de la fonction F au point M est 

un vecteur de composantes ^ donc 

c/F=:gradF.dM. 

C’est une grandeur invariante (^). Enfin la dérivée de la fonction F (M) suivant 
une demi-droite caractérisée par le vecteur unité u est donnée par la formule 

AT? 

^ = gradF.u. 


Si à chaque point M on associe un vecteur V(M) de composantes (X, Y, Z), 
on appelle divergence du champ vectoriel en M le scalaire 


?x Dz ’ 

et on vérifie comme dans le plan que cette grandeur a un caractère invariant. 

Dans l’espace à trois dimensions, on est conduit à introduire un nouvel 
élément invariant du champ vectoriel V(M) : c’est le vecteur de composantes 

^ ?y ?z ’ ^ i'^z ^ Dæ 

qu’on appelle le rotationnel du champ, et qu’on désigne par la notation rot V. 
Nous allons montrer que le rotationnel est bien une grandeur invariante. 
Soient 0 ?^ = a -h aæ 4 - -4- yz, 

l/l = 6-1- 4- piÿ 4- 

Tl = c 4 - c(.fc 4- T2^ 

les formules d’un changement d’axes, (Xi, Yj, ZJ les composantes du vecteur V 
par rapport aux nouveaux axes. On aura 

Y = [iXi4-p,Y, + p,Zi, ' Z:=YXi-f-yiYi4-Y,Zi, 

d’où^ en tenant compte des formules du changement d’axes et des relations 
bien connues fournies par le tableau des cosinus directeurs, 



Si donc on pose 


on aura ^ = a$i 4- ai7)i 4- 

et de même y] = fi^i 4 - ^ = ïi'Hi Y 2 ^i ; 

c’est donc un seul et même vecteur qui a pour composantes (?, y), C) par 

rapport aux anciens axes et (ïj, yji, par rapport aux nouveaux. Ainsi le 

rotationnel a bien un caractère invariant. (*) 


(*) Par exemple si F(M) est la température au point M d’une salle contenant une source 
calorique, grad F(M) est normal à la surface isotherme qui passe en M. 
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Notons encore, à propos du rotationnel, la formule suivante, qui s’établit 
immédiatement par le passage aux composantes; X désignant un scalaire, 
on a rotX V = X rot V -h gradX A V. 

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que la formule de Stores 
a une signification invariante. Cette formule s’écrit (n° 90) 


X 


Xdx-hYdy^Zdz 


=/X(: 




dZ 

^y' 


:>x/ \?x 



le sens de parcours de la courbe G étant lié comme on sait au choix d’un 
certain côté sur la surface S limitée par C. Soient N le vecteur unité de la 
demi-normale à relative au côté choisi, (a, p, y) ses composantes, enfin d(5 
l’élément d’aire de il. Dans l’intégrale de surface qui figure au second membre 
de la formule de Stores, on aura 


dy dz:=: (xd(y^ t/z c/o? = [i c/(7, dx dy = yda, 
et la fonction à intégrer se réduit à N.rotV ; la formule de Stores prend alors 
la forme 

Jv.dK—f f^îi.roiVd<j, 


OÙ le caractère invariant est mis en évidence (^). 
La formule d’OsTROGRADSiiY (n® 91), 




?_ï 

X- • 


-ji)dxdydz. 


J' l'xdydz + Ydzdx-hZdxdy—J' J" 
a aussi un caractère invariant; elle peut en effet s’écrire 

(39) JJv.N(/a = y’jy'dLvVdü, 

N désignant le vecteur unité porté par la demi-normale extérieure au volume v 
limité par la surface fermée s. 

Soit enfin P(x, y, z) = P(M) une fonction de point ; posons 
r. cV^P cV^P .^^P 

avec les notations précédentes on peut écrire A^P — diYgradP{M), 
ce qui montre que A 2 P est une grandeur invariante. 

Posons, dans la formule (39), 0(M) désignant une autre fonction de point, 
V(M) = P(M)gradQ(M), 

et représentons par la notation la dérivée de la fonction Q(M) suivant la 
normale intérieure à s; on aura 

dn--' 


-gradQ.N, 


(^) On pourra consulter avec fruit, sur la géométrie de la formule de Stokes, l’intéressant 
fascicule de M. A. Buhl, Géométrie et Analyse des Intégrales doubles (Collection Scientia^ n" 36). 
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et la formule (39) s’écrira 

///div(l.,r.4Q)d„+// P§d. = o. 

Or on a 

= grad P . grad Q -H P AjO , 

et par suite 

f f fjsràdP .qradQH-P\Q)dv + f J^P^da = 0. 
On aurait de meme 


et, en retranchant membre à membre, 

Cette formule très importante a reçu le nom de formule de Green : il résulte 
des considérations précédentes que cette formule a un caractère invariant. 

Indiquons encore, avec le rotationnel et la divergence, quelques notions 
connexes à la théorie des champs vectoriels. 

Considérons une portion finie de surface S, ayant deux côtés distincts, et 
appartenant à une région de l’espace où l’on a défini un champ vectoriel 
continu, dérivable et uniforme. Soit N le vecteur unité de la normale relative 
à un côté détermine. Si V(M) désigne le vecteur du champ au point M, on 
appelle flux du vecteur V à travers la surface i] dans le sens de N l’intégrale 

f fy(U).indc. 

La formule d’Ostrogradsky fait immédiatement connaître une relation entre 
le flux du vecteur à travers une surface fermée S et la divergence du vecteur, 
à l'inlérieur du volume limité par cette surface. 

On voit en particulier que le flux du vectèur V est nul si la surface S est 
tangente en chaque point au champ vectoriel. Réciproquement si le flux de V 
à travers une portion quelconque de la surface est nul, on a nécessairement 
V.N = 0 , et par suite la surface est tangente en chaque point au champ 
vectoriel. 

Soit enfin, toujours dans le même champ vectoriel, un contour fermé, G, 
supposé orienté. Nous appellerons circulation du vecteur V (ou circulation 
du champ) le long du contour G l’intégrale 
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M désignant un point variable du contour. La formule de Stores 

f V.cfM=: f f rotV.N(fa 

Je J Jl 

exprime alors que la circulation du champ le long du contour fermé est égale 
au flux du rotationnel à travers la surface 13 dans le sens de N. 

§ VI. — Sur la théorie des groupes continus de transformatibns. 

Nous considérerons exclusivement, dans tout ce qui suit, des fonctions 
et des variables du domaine réel, et nous supposerons safisfaites, sans chercher 
à les préciser, les conditions d’uniformité, de continuité et de dérivabilité 
nécessaires à la validité de nos raisonnements. Notre but est simplement de 
donner, en faisant largement appel à l’intuition, quelques aperçus sur la théorie 
des groupes continus de transformations y théorie extrêmement féconde et 
compréhensive, à laquelle reste attaché le nom de Sophus Lie. 

Soient 

( 1 ) = 

les équations d’une transformation ponctuelle plane. Nous écîrirons toujours 
au second membre, dans les équations de cette forme, les coordonnées du 
point qu’il s’agit de transformer. Nous supposerons d’ailleurs essentiellement 
que les équations (i) sont résolubles par rapport à æ et ;/, autrement dit que 

le déterminant fonctionnel n’est pas nul. Enfin nous dirons que la 

transformation (1) fait passer du point arbitraire M(a?, g) au point M'(æ', t/'), 
et nous écrirons, en désignant cette transformation par T, 

ÏM = M'. 

Soient 

(2) æ" ==^(æ', y'), y') 

les équations d’une seconde transformation ponctuelle qui fait passer du 
point y') au point M"(æ", y"). Éliminons x\ y' entre les équations (i) 

et (2) ; nous aurons 

= y)]' '/''=®i[Aa=. J/). ?(»- i/)]- 

Ce sont les équations d’une nouvelle transformation ponctuelle, Tg, qui fait 
passer du point arbitraire M(x, y) au point M"(æ", y") : on dit que T, est le 
produit de T et T^, et Ton écrit 

par suite M" = T^M' == TjTM . 

Remarquons que l’on n’a pas ordinairement 

TiT = TTi; 

il est facile de s’en assurer sur des exemples. Quand cette relation est vérifiée, 
on dit que les transformations T et sont permutables. 
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En particulier, supposons que les équations (2) fassent passer du point 
{x\ y') au point (æ, y) \ on dit que les transformations T et sont inverses 
l’une de l’autre, et l’on écrit 

TJ=:1, ou T, = T-^ 

La transformation T~^T, produit de deux transformations inverses, est 
appelée transformation identique : elle laisse invariants tous les points du 
plan. 

Il est facile de déduire des équations (1) de la transformation T les équa- 
tions de la transformation inverse. Résolvons ces équations par rapport à x 
et ÿ; on aura par exemple 

® = /’o(a3', y'), = y'); 

la transformation 

(3) x’ = f^(x,y), y’ = <f^(x,y) 

est l’inverse de la transformation T. En effet, supposons que la transformation 
(1) fasse passer du point (a, b) au point (a, p); on aura successivement 
ix = f{a,b), p=<f(a, 6), 

a=fo{«,?), b = <f,{oL,p), 

ce qui prouve que la transformation (3) fait passer du point (x, P) au point 

{a, b). 

Par exemple, soient 

x' :=xcosoL — y smoL, y'=:æ sina -f-y cosa 
les équations d’une transformation, a désignant un angle donné. Les équations 
de la transformation inverse s’écriront 

x' — X cos a -h y sin a, y' — — ^ sin a -h y cos a ; 
l’interprétation géométrique est immédiate. 

Un ensemble simplement infini de transformations sera défini par des équa- 
tions telles que 

(4) x' = f(x,y;u), y' = cp (x, y ; u), 

où figure un paramètre u ; à chaque valeur de a correspond une transforma- 
tion bien déterminée. Nous dirons que cet ensemble forme un groupe continu 
à un paramètre^ G^, lorsque les deux conditions suivantes sont remplies : 

1° Si les transformations et appartiennent à l’ensemble, il en est de 
même de leur produit T^T.^. 

2® La transformation identique appartient à l’ensemble. 

Considérons par exemple l’ensemble de transformations 
x' = x, y' = y-f-u, 

qui définit les translations parallèles à l’axe des y. Le produit de deux trans- 
lations de l’ensemble est encore une translation de l’ensemble; d’ailleurs pour 
u = 0 on a la transformation identique. Les translations considérées forment 
donc un groupe. 
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Considérons encore Tensemble de transformations 

= y' = iiy, 

qui définit les homothéties ayant pour centre l’origine. On voit sans peine que 
ces homothéties forment un groupe, la transformation identique correspon- 
dant ici à U = 1. 

Reprenons les équations (4) 

x' = f{x,y,u), y' = ^(x,y,u). 

Quand, laissant xety fixes, on fait varier ii, autrement dit quand on applique 
successivement à un point M(x, y) donné toutes les transformations du groupe, 
on obtient une courbe Tm qui est appelée trajectoire du groupe relative au 
point M. Soient M' un point de \\ distinct de M, la transformation du groupe 
qui fait passer de M à M', T une transformation quelconque du groupe ; on 
aura TjM = M', puis, par exemple, TM' = M", d’où M" — TT^M; comme la 
transformation TT^ appartient au groupe, M" est situe sur Fm, et par suite 
tous les points de Fm ont la même trajectoire, qui est précisément Fm. 

Il en résulte immédiatement que par tout point du plan passe en général 
une trajectoire et une seule : une exception ne pourra se produire que pour 
les points qui échappent au raisonnement précédent, savoir les points qui 
restent invariants pour toutes les transformations du groupe. Par exemple 
pour le groupe des homothéties 

cr' = uæ, y'=ziiy, 

Forigine est un point invariant; les trajectoires sont des droites passant par 
Forigine; par tout point du plan passe bien une trajectoire et une seule, 
exception faite de l’origine qui appartient à toutes les trajectoires. 

Les équations (4), où l’on considère æ et ^ comme des paramètres, défi- 
nissent donc une famille simplement infinie de courbes. D’autre part le groupe 
admet par hypothèse la transformation identique, c’est-à-dire qu’il existe une 
valeur paramètre ii telle qu’on ait identiquement 

/•(æ, y ; u,) = æ, y; ii^) = y ; 

la courbe définie par les équations (4) passe donc au point (x, y) pour la 
valeur Uq du paramètre. Par suite les courbes (4), qui forment une famille 
simplement infinie telle que par tout point du plan passe une courbe de la 
famille et une seule, représentent l’intégrale générale d’une équation différen- 
tielle 

dx' dy' 

y')' 

plus précisément les équations (4) représentent la courbe intégrale qui passe 
au point (æ, y). 

On peut encore dire que les équations (4) représentent l’intégrale générale 
d’un système de la forme 

dx' dy' 


du 
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Or Tintégration d’un pareil système peut être dirigée de la façon suivante. 
Désignons d’abord par l un nouveau paramètre tel que 




n du . 

J U, p(«)’ 


on aura à intégrer le système 


(5) 


dx' 

y') 


_dy^ 

y') 


dt. 


On intégrera d’abord l’équation Idy' — f\dx' = 0 où ne figure pas t; soit 
Oi(æ', y')=:C^ son intégrale générale. On en déduira y\ par exemple, en 
fonction de C^ et de x', et en portant cette valeur dans l’équation dx' ==:ldt 
on aura t par une quadrature, t -h C^ = t(x', C^); si l’on remplace, dans t, 
par y')^ on aura donc 

= y') t -h 

On détermine et en écrivant que, pour u = c’est-à-dire pour f = 0, 
x' et y' prennent les valeurs x et y. Finalement l’intégrale générale du 
système (5) s’écrit 


(6) ()^(x', y') = ^,{x, y), 0,(æ', ÿ') = e,(a?, y)-^t. 

Les équations (A) ne sont donc en somme, compte tenu de la relation entre 
/ et u, que les équations (6) résolues par rapport à x' et y'. Quand on a obtenu 
les équations (6), on dit que le groupe est ramené à ssl forme canonique. 

On verra immédiatement sur les équations (6) que deux transformations 
qui correspondent à des valeurs de t égales en valeur absolue et de signe 
contraire sont inverses l’une de l’autre. Par suite, si une transformation T 
appartient au groupe, it en est de même de son inverse T“^ 

Enfin il est encore visible sur les équations (6) que deux transformations 
quelconques du groupe sont permutables. 

Posons 

X = ÿ), ÿ), 

puis symétriquement 

= Y' = ^,(x',ÿ')- 

On peut considérer que X et Y sont les coordonnées du point M(æ, y) dans 
un nouveau système de paramétrage où les lignes coordonnées seraient repré- 
sentées par les équations 

= ÿ) = C‘®. 

11 en résulte que si nous appliquons ce changement de variables aux équa- 
tions (4), les équations obtenues 

(7) X' = F(X, Y; U), Y'=:0(X, Y; u) 

définiront encore un groupe de transformations, les propriétés fondamentales 
du groupe ayant une signification intrinsèque indépendante du parajnétrage. 
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Deux groupes tels que (4) et (7) qui se déduisent l’un de l’autre par un change- 
ment de variables sont dits semblables. 

En particulier, si l’on prend X = 64(æ, y), ¥ = 02(0;, y), les équations (6) 
s’écriront 

X' = X, ¥' = ¥-+-/, 

équations d’un groupe de translations. Donc tout groupe continu à un para- 
mètre est semblable à un groupe de translations. 

252. Somme toute, les équations (4) qui définissent le groupe peuvent être 
aussi considérées, quand on les écrit pour plus de commodité sous la forme 

35 = A35o. yo : .v = «P K. i/o ; «). 

comme définissant l’intégrale générale de l’équation différentielle 

dx dy 

y)' 

On pressent dès lors le lien intime qui doit exister entre la théorie des équa- 
tions différentielles et celle des groupes continus à un paramètre. 

Afin de mettre cette liaison en évidence, nous allons donner de l’exposé qui 
précède une interprétation cinématique : pour cela il nous suffira de consi- 
dérer le paramètre /, qui figure dans les équations (5) et (6), comme une 
variable représentative du temps. 

Considérons alors une nappe fluide, compressible, dont toutes les 
particules mobiles seront supposées dans le plan des æ, y, et assujettissons 
chaque particule à avoir au point (cc, y) une vitesse de composantes ï(æ, y), 
Yj(æ, ÿ), indépendantes du temps (mouvement permanent). On voit, sans 
autre explication, que chaque particule décrit une trajectoire du groupe (4). 
Effectuer une transformation du groupe de paramètre c’est mettre en 
correspondance deux positions occupées successivement sur sa trajectoire par 
une molécule arbitraire : la position à l’instant t et la position à l’instant 
initial (/ = 0). En particulier, au déplacement de la nappe fluide dans le 
temps infiniment petit dt k partir de l’instant initial, déplacement qui pour 
chaque molécule a pour composantes \dt, y)c//, correspond une transformation 
de paramètre dt : on l’appelle la transformation infinitésimale du groupe; 
elle fait passer du point (æ, y) au point {x-\-\dt, y -{-y\dt). 

Pour se donner la transformation infinitésimale d’un groupe, il faut donc 
se donner les fonctions y) ; il est clair d’aprè^ela que tout groupe continu 
à un paramètre est entièrement déterminé par sa transformation infini- 
tésimale. 

Considérons, à l’instant initial, les molécules situées sur une courbe 
quelconque Co, qui ne soit pas une trajectoire du groupe. A chaque instant 
ultérieur t ces molécules se trouveront sur une autre courbe Cf, déduite de C„ 
par déformation continue, et l’ensemble de ces courbes Cf forme dans le 

13 


Lainé, Anal., II. 
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plan (x, y) une famille à un paramètre, dont on peut écrire l’équation sous la 
forme 

(ù(x,y) = t. 

Il est clair que si l’on effectue sur tous les points de la courbe Gq la trans- 
formation du groupe correspondant à une valeur t du paramètre, on obtiendra 
précisément la courbe G^. Effectuons en particulier la transformation infini- 
tésimale du groupe; elle fait passer du point (x, y) au point (x-hldt^ 
y \ on aura donc 

oi(x-+~ldt, y-hy\dt)=z dl, 

ou, en développant, 

<o(x, = 

OU enfin, puisque (i)(x, z/)==0, 


V i) (O ^ ü) , 


Il est évident d’autre part que si au lieu de la courbe Go on prend une autre 
courbe de la famille, à laquelle on applique le meme procédé, on en déduira 
la même famille de courbes : il suffit pour s’en assurer de répéter le raison-' 
nement que nous avons fait pour montrer que par tout point du plan passe 
une seule trajectoire du groupe. Nous aurons donc ainsi une famille de 
courbes G qui reste invariante, dans son ensemble^ pour toutes les transfor- 
mations du groupe ; c’est seulement dans le cas de la famille des trajectoires 
que cette propriété d’invariance appartient à chaque courbe de la famille indi- 
viduellement, 

Geci posé, considérons l’équation différentielle 


dx dy 

A(x, y)~'B(x7ÿ) 


et supposons que nous ayons établi, par des considérations géométriques ou 
autres, que la famille de courbes intégrales reste invariante pour les transfor- 
mations d’un groupe continu donné (4) : la vérification est d’ailleurs toujours 
aisée, puisqu’il suffit d’effectuer dans l’équation (8) le changement de 
variables (4), et de s’assurer qu’on obtient une équation 

dx' _ dy; 

ÂT^zr7)~B'(x', t/V 


où A' et B' sont identiques à A(x', y') et B(æ', y') k un même facteur près. 

Reportons-nous alors à l’interprétation cinématique. Soit G^ une courbe 
intégrale ; toutes les autres s’en déduiront par application des transformations 
du groupe. L’intégrale générale étant mise sous la forme ü>(x, y) = f, on 
devra donc avoir 




DciNv 
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d’ailleurs (n° 163) 0 ( 0 ?, y) est une intégrale de A”-+-B~ = 0, on a donc 
aussi 


enfin on peut écrire 


DX .•'ÿ 


dx 






du — 


=. du). 


On en déduit, par élimination de entre les trois dernières équations, 

dy 

d 

réquation (8) pouvant s’écrire 


, Adu — Bdx, 

d U) = — tyy— ’ 

Ati— B? 


Ady — Bdx = 0, 


on voit que l’expression ^ est un facteur intégrant. On peut donc dire 

que toute équation différentielle de k forme (8), qui admet un groupe continu 
donné, s’intégre par des quadratures. 

Considérons par exemple l’équation homogène 

(9) dy — f{^£jdx — 0-, 

il est clair que cette équation admet le groupe des homothéties 

= y'z=uy. 

Cherchons la transformation infinitésimale du groupe; pour n = 1 on a la 
transformation identique : la transformation infinitésimale correspond donc 
à a = 1 -h d/, et l’on a alors 


x' = x -hxdt, y'~y-i-ydt, 


d’où 


5 = X, ï) = y. 


Dans le cas présent, A=l, 6=/"^^); on en conclut (jue j^j/ — 


est un facteur intégrant pour l’équation (9), résultat qu’il est facile de vérifier 
directement. 

Considérons, pour donner un autre exemple, l’équation 


(10) dy — H- 6a?“”)dx = 0, 

où a, 6, n sont des constantes quelconques; c’est une équation de Riccati. 
Il est facile de vérifier que cette équation admet le groupe de transformations 


x'=zux, y' = u^-^Hj; 


on a ici, pour la transformation infinitésimale, 

l — x, Ï 1 =:( 1 — n)j/, 
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et on en déduit que [(1 — n)y — est un facteur intégrant 

pour l’équation (10). 

On peut encore procéder d’une autre façon. Reprenons l’équation (8) 

' A(x, y) B(x, y)' 

et supposons que cette équation admette le groupe de transformations (4) dont 
les équations canoniques s’écrivent 

= y)y = y)-^t‘ 

Faisons, dans l’équation (8), le changement de variables 
Xr=0j(æ, y), Y — 0.^{x, y)\ 
l’équation transformée s’écrira 

^-| = <P(X,Y), 


et elle devra admettre le groupe de transformations 
X' = X, Y'==Y-4~/; 


ceci exige évidemment que 'f ne contienne pas Y. L’intégration est donc ramenée 
à une quadrature. 

On pourra, à titre d’exercice, appliquer cette méthode aux équations (9) 
et (10). 

Il est aisé de l’étendre aux équations d’ordre quelconque. Observons d’abord 
que des équations (4), qui définissent une transformation ponctuelle, on peut 

déduire l’expression de en fonction de x, y, . . . , en joignant 

les nouvelles équations ainsi obtenues aux deux premières, on a les équations 
du groupe (4) prolongé. Supposons alors qu’une équation différentielle 


y(x II ^y \ — 0 

admette ce groupe prolongé; si l’on fait le changement de variables 


X = 0,(æ, y), Y = 0,(x, y), 

on voit comme précédemment que dans l’équation transformée 


<l>(x, Y, 


dY d''Y 

f/X’ dY« 



le premier membre devra être indépendant de Y : par suite il y aura abaisse- 
ment de l’ordre de l’équation. 

On comprend dès lors la portée des recherches de Lie, et comment elles 
permettent de faire disparaître ce qui, à première vue, peut sembler un peu 
artificiel dans 1 exposé des méthodes d’intégration : en réalité toute simpli- 
fication dans l’intégration d’une équation différentielle d’ordre quelconque 
peut être rattachée à des considérations d’invariance de cette équation par rap- 
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port à un groupe continu donné. Nous avons par exemple indiqué (n® 161) 
comme cas d’abaissement celui des équations de la forme 



où a désigne une constante quelconque. Il est facile de voir que cette équation 
admet le groupe prolongé déduit du groupe ponctuel 

x' = uæ, y' = ii~^y . 

253. Indiquons très brièvement deux généralisations bien distinctes des 
notions précédentes. 

On peut d’abord, au lieu de considérer des transformations planes, consi- 
dérer des transformations à un paramètre dans l’espace à n dimensions; elles 
sont définies par des équations de la forme 

•••> U), ..., = ..., Xn'.U). 

On dit encore que les transformations ci-dessus forment un groupe lorsque 
leur ensemble contient la transformation identique, et que de plus le produit 
de deux transformations de l’ensemble appartient à l’ensemble. 11 est facile 
de voir que les équations d’un groupe prolongé dans le plan {x, y) sont un cas 
particulier des équations ci-dessus. 

Tous les résultats obtenus s’étendent sans modification aux groupes continus 
à un paramètre de l’espace à n dimensions; en particulier on peut toujours 
mettre les équations de ce groupe sous la forme 

• • • ? ^/i) • • • ) Xn)^ ^n — 1 {x^ . . . ) = Ô(i— 1 • • • ? Xn)'^ 

• y ^n) — ’ ^7i{Xi^ • • • ) Xn^ H— t. 

On en déduit qu’un tel groupe est semblable à un groupe de translations', 
que si le groupe contient une transformation T il contient aussi son 
inverse T~*; que deux transformations quelconques du groupe sont permu- 
tables; enfin que le groupe contient une transformation infinitésimale qui le 
détermine complètement. 

Dans l’intégration du système 

/..X clx^ dx^ dxn 

• • • J Xn) A2(Xj, . . . , CCn) (XVp . . . , Xn) 

la théorie des groupes à un paramètre de l’espace à n dimensions joue un rôle 
analogue à celui de la théorie des groupes à un paramètre dans le plan. Conten- 
tons-nous d’indiquer en particulier que si l’on connaît, pour le système (il), 
n — 1 transformations infinitésimales distinctes, on peut en général en déduire 
un multiplicateur du système. 

On peut ici encore utiliser la forme canonique des équations du groupe 
pour simplifier l’intégration par un changement de variables convenablement 
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choisi. Considérons, en nous plaçant dans l’espace à trois dimensions, le sys- 
tème 


( 12 ) 


dx 


, dy _ 

^(x,y, Z) 


dz 


A(æ, y, z) B(æ, y, z) G(æ, y, z) 
et supposons que ce système admette un groupe continu dont les équations 
canoniques s’écrivent 

()i(x',y',z')=0^{x,y,z), 0^{x',y',z')=0^(x,y,z)-i-t. 


Au moyen du changement de variables 

K = i),{x, y, z), Y = 0^{x,y,z), Z = %{x, y, z), 
on met le système (12) sous la forme 


dY__ 
dx — 


?i(X, Y, 


Z), 


g = ç,(X,Y, Z); 


ce nouveau système devant admettre le groupe 

X'=:X, Y' = Y, Z'=Z-\-t, 

les fonctions 9 ^ et 9 .^ indépendantes de Z. L’intégration du système 
propose est donc ramenée à celle d’une équation différentielle ordinaire suivie 
d’une quadrature. 

On pourra appliquer cette méthode au système 

dx dy dz 

x'^ y'^ y Z x^ H- y- — xz xz-¥-yz^ 

qui admet évidemment le groupe des homothéties 

x' = ux, y' — uy^ z' = iiz. 

On obtiendra une généralisation d'un autre genre en considérant des 
groupes à plusieurs paramètres. On voit rapidement apparaître des diffé- 
rences assez profondes entre la théorie de ces groupes et celle des groupes à 
un paramètre; nous ne pouvons songer ici à donner même une simple 
esquisse de la théorie générale des groupes continus, aussi nous contenterons- 
nous de signaler quelques points intéressants. 

En premier lieu, un groupe à r paramètres admet r transformations 
infinitésimales. Considérons par exemple dans le plan (æ, y) le groupe des 
déplacements 

(13) a?' = a; cos a — ^sina-f-a, ÿ' = a? sina -4- y cosa -f- 6 ; 

c’est un groupe à trois paramètres a, a, 6. On a la transformation identique 
en prenant a = 0, a = 0, 6 = 0; posant alors 

oi = dUy a = dv, bzzzdw, 

on aura, en ne conservant comme d’habitude que les infiniment petits du 
premier ordre, 

x' = æ — ydu-\-dv, ÿ' = ædu H-ÿ -f- dw. 
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On en déduit que le groupe (13) admet les trois transformations infinité- 
simales 

El = — ÿ, Tfli=æ, ?2=1, Vl2=0, $3 = 0, 713=1, 

correspondant aux trois différentielles dn, dw. 

Nous n’aborderons pas le problème de la génération d’un groupe au moyen 
de ses transformations infinitésimales. Indiquons seulement que le groupe est 
complètement déterminé par ses transformations infinitésimales, mais que, 
inversement, r transformations infinitésimales prises au hasard ne déter- 
minent pas un groupe à r paramètres. 

Remarquons ensuite que deux transformations quelconques d\in groupe 
à plusieurs paramètres ne sont pas en général permutables', il est facile de 
s’en assurer sur le groupe (13). Il y a là une particularité qui différencie 
nettement les groupes à un paramètre dans l’ensemble des groupes continus; 
une conséquence immédiate est qu’nui groupe à plusieurs paramètres nest 
pas en général semblable à un groupe de translations 

a?! — a?! I ■ t^, X .2 "H t.^, • . * , x^, — Xr ~4~ t^, — - Xr-^\^ • • • ? ^n* 


Enfin, en nous bornant à l’espace à trois dimensions, faisons observer que 
l’intégration d’une équation aux dérivées partielles de la forme 

(14) F(æ, y, Z,/), 9) = 0 

peut être simplifiée quand on sait que cette équation admet un groupe à 
deux paramètres semblable à un groupe de translations [^). On peut en effet 
pour un tel groupe obtenir des équations canoniques de la forme 
^,[x’,y',z')=:(i,{x,g,z)-\-t,. Ô,(x',ÿ',z')=Ô,(x,t/,z)4-f„ .y\z')=:%(x,y,zy, 

faisant alors dans l’équation (14) le changement de variables 


^ = \(x,y, z), Y = 0,(æ, (/, z), Zz=:%{x,y, z), 

■on voit que l’équation transformée 

<Ï>(X,Y,Z, P, 0) = 0 

doit admettre le groupe 


X' = X-i-/„ Y'=:Y4-/,, Z' = Z, 

équations d’où l’on tire 

P'=P, Q'=Q; 

autrement dit la fonction <I> est indépendante de X et de Y, et l’on verra 
plus tard qu il en resuite des simplifications importantes pour l’intégration. 

Ici encore toutes les simplifications qui se présentent dans l’intégration 
<i’une équation telle ^ que (14) peuvent être rattachées à des considérations 
d’invariance. 


(1) On en sera averti en général par des considérations géométriques tirées de la nature 
même du problème qui aura conduit à l’équation (14). 
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1 . Soit la courbe 

X = -4- 6^2 4- 2/3, y = 2 4- 2/3, ;r = — 3 - 

l’arc de la courbe s’exprime ratioanellemeat en / par la formule 

ds=zQyj2i\ 4-/4-/2)d/. 

Les coordonnées d’un point quelconque de l’indicatrice des courbures s’expriment aussi 
rationnellement en /. L’arc <j de cette indicatrice s’obtient par la formule 


d<T — 


dt 


1 4- / 4- 

Calculer les cosinus directeurs (a, fl, y) de la tangente, ceux de la normale principale, 
les rayons de courbure et de torsion. Vérifier la relation 

a4-fl — y = v/2. 

{Rennes, épr. prat.) 

2. On appelle s l’arc d’une courbe (G); (a?, y, z) les coordonnées, par rapport à un trièdre 
trirectangle donné Oxyz, d’un point courant M de la courbe (C); a, fl, y les cosinus direc- 
teurs de la tangente en M, a', p', y’ et a", p", y" ceux de la normale principale et de la 
binormale; R et T les rayons de courbure et de torsion (R essentiellement positif, T positif 

ou négatif donné par les relations “Y’ 

Si l’on a la relation R = T, on a aussi les relations suivantes : 

a — a" = A, A a 4- B p 4- G y =1, 

P- p"=r:B, Aa"4-Bp"4-Gy" = — 1, 

y — y" — G, 

A, B et G étant des constantes liées par la relation 

A2 4- B* 4- G^ = 2. 

Déduire de là que la courbe est une hélice tracée sur un cylindre dont les génératrices 
ont pour paramètres directeurs A, B, G. 

En choisissant convenablement l’axe Oc, on pourra supposer 

A = B = 0, G = s/5, 
i ,/ 1 

«' = P\/ 2 , p' = -«V 2 , y' = 0 . 

Si l*on donne, oulre It — T, la relation H = s, on achèvera la détermination de la courbe 
(G) en posant 

cos a) 

““ V2 ’ 

et l’on exprimera successivement s, x, y et c au moyen de la variable xp. 

{Rennes, épr. écr., 2^ qaest.) 


V2 
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3. On donne, en axes rectangulaires, l’expression des coordonnées x, y, z d’un point 
quelconque M d’une courbe G en fonction de l’arc s de cette courbe; MT est la tangente 
dans le sens des arcs croissants, MN la normale principale orientée de M vers le centre de 

courbure, MB la binormale orientée de sorte 
que le trièdre MTNB ait même disposition que 
le trièdre de coordonnées üa?yr. 

Dans le plan normal en M à la courbe G on 
mène une parallèle à la binormale, définie par 
la valeur l du segment Mm, m désignant le point 
où elle perce MN. On suppose que L est une 
fonction connue de s, de sorte que cette paral- 
lèle engendre une surface réglée S. On définit 
un point P de la génératrice par le segment 
mP = U. 

1“ Équation par rapport aux axes Oxyz du plan 
tangent à S en P. 

2" Il suffira de supposer que le trièdre Oxyz 
coïncide avec le trièdre de Serret relatif au 
point particulier M pour déduire de ce qui 
précède l’équation du même plan tangent par 
rapport au trièdre MTNB, qui est 

R et T désignant les rayons de courbure et de torsion, et l' la dérivée 

3" Quelle fonction de s faut-il prendre pour l pour que la surface soit développable? 
Plan tangent à la surface développable, arête de rebroussement de cette surface. 

{Rennes, épr. écr., 2* quest.) 

4. La ligne de striction de la surface réglée engendrée par les normales principales a 
une courbe gauche T est toujours distincte de F. 

La ligne de striction de la surface réglée engendrée par les binormales à une courbe 
gauche F est la courbe F elle-même, et le paramètre de distribution relatif à la normale 
principale en un point do F est égal au rayon de torsion en ce point. 

5. Enveloppe d’une famille de cercles à un paramètre; étudier les relations entre l’enve- 
loppe et le lieu des centres; cas particulier où les cercles passent par un point fixe O et 
déterminent sur une sécante fixe une cord(‘ qui est vue du point O sous un angle constant. 

6. Enveloppe des axes, lieu des foyers et enveloppe des directrices des paraboles oscula- 
trices à une spirale logarithmique, 

7. Soient ^=f{x,y) une équation différentielle du premier ordre, F(a7, y) = G son 

intégrale générale. Démontrer que, pour que les courbes intégrales forment un système de 
courbes parallèles, il faut que la fonction F vérifie une relation de la forme 



En déduire qu’on peut intégrer par une quadrature toute équation différentielle du 
premier ordre dont les courbes intégrales forment un système de courbes parallèles. 

8. Pour que les courbes intégrales de l’équation ~ == f{x, y) forment un système iso- 
therme, il faut et il suffit que la fonction / vérifie une certaine équation aux dérivées 
partielles du second ordre. Former cette équation et, la supposant vérifiée, en déduire un 
facteur intégrant pour la proposée. Application h l’équation 

{x cosy -f- y siny)dx -h (x siny — y cosy)dy = 0. 



(Demahtres.) 
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9. Deux courbes (Cj) et (C 2 ) se correspondent point par point de telle sorte que les tan- 
gentes en deux points correspondants Mj et M 2 soient parallèles; la première a une cour- 

1 1 
bure constante égale à - et la seconde une torsion constante égale aussi à Démontrer 

que le lieu du point M qui divise dans un rapport constant le segment MiM 2 est une courbe 
de Bertrand. 

(Bioche.) 

10 . Une ligne à courbure constante et le lieu de son centre de courbure forment deux 
courbes de Bertrand associées. Le produit des torsions en deux points associés est constant. 

11 . Démontrer que l’hélicoïde gauche lieu des normales principales d’une hélice circu- 
laire est la seule surface réglée minima. 

12 . Une courbe gauche est définie par Penseinble de ses plans osculateurs dont l’équa- 
tion est mise sous la forme 

X sint — y cost-h p.r = II, 

p. et H étant dos fonctions de t. Déterminer les coordonnées du centre et le rayon de la 
sphère osculatrice. Quelle relation doit-il y avoir entre p et H pour que la courbe considérée 
soit une courbe de Bertrand? 

(Demartres.) 

13 . On considère la courbe définie en coordonnées rectangulaires par les équations 

r co^td t sinOit r 

Jt, ^ (1 ~ « cost)-’ * ^ (1 — a costy-î' 

Démontrer que cette courbe est une hélice tracée sur un cylindre du second degré, et que 
ses normales principales rencontrent une droite fixe. 

14 . Déterminer les surfaces réglées qui ont pour ligne de striction une courbe donnée. 

15 . Étant donnée une courbe gauche (C), on mène en un point M de cotte courbe la 
tangente MÇ, la normale principale Mr, et la binonnale Mj;. Soient MD la bissectrice de 
Tangle et (S) la surface engendrée par MD quand M parcourt (G). On prend sur MD un 
point P défini par MP = u v2? former l’équation du plan langent en P à (S), rapportée aux 
axes M5, Mr,, M:; et en déduire à quelle condition la surface (S) sera développable. La 
courbe (C) est, dans ce cas, une hélice; montrer que la surface (S) est alors le cylindre sur 
lequel est tracée celte hélice. 

Dans le cas général où (S) n’est pas développable, former l’équation de Riccati donnant 
ses lignes asymptotiques non rectilignes. 

{Bordeaux, épr. tli., 2* quesl.) 

16 . On donne une courbe gauche (C) pour laquelle les coordonnées d’un de ses poinls M 
sont des fonctions connues de l’arc AM de la courbe, compté à partir d’un point fixe A de 
la courbe. On mène en M, à la courbe (C), la tangente M^, la normale principale My; et la 
binormale Mj; dans les sens habituels. Soit u une fonction déterminée de l’arc AM. On 
mène la droite MD dont les paramètres directeurs par rapport à Mç, My), MC sont (1, i, a). 
Cette droite MD engendre une surface réglée (S) lorsque le point M se déplace sur la 
courbe (C). On demande : 

1“ Comment on doit choisir la fonction u pour que la courbe (C) soit ligne de striction 
pour la surface E. On montrera que la solution de cette question s’obtient par quadratures. 

2" Comment on doit choisir la fonction u pour que la surface (S) soit développable. On 
montrera que la solution de cette question dépend d’une équation de Riccati. Peut-on 
intégrer cette équation lorsque la courbe (C) est une hélice quelconque? 

{Bordeaux, épr. th., 2* quest.) 

17 . On donne en coordonnées rectangulaires une surface réglée (S) ayant pour équations 

a?=pcos6, y = p8inô, ^=:V-hpW, 

P et e étant deux paramètres indépendants et V, W deux fonctions données du seul para- 
mètre 6. On demande : 
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1® de former l’équation différentielle des lignes asymptotiques de cette surface et de 
montrer qu’elle s’intégre par quadrature; 

2® comment il faut choisir la fonction W pour que les lignes asymptotiques, autres que 
les génératrices, se projettent sur le plan des xy suivant des courbes homothétiques entre 
elles par rapport à l’origine des coordonnées. Montrer que la surface S est, dans ce cas, 
un conoide. Pouvait-on prévoir géométriquement ce résultat? 

(Bordeaux^ épr. ih., 2* qaest.) 

18. On considère la surface définie par les équations 

x — u-i-{v — l)sinii, y = l-+-(ü — l)cosu, 

où a est une constante, et u et u deux paramètres variables. 

1° Trouver toutes les courbes de l’espace dont les tangentes sont parallèles aux droites 
de la surface. (On se contentera d’oxprimer les coordonnées courantes d’un point do la 
courbe sous forme d’intégrales renfermant une fonction arbitraire.) Déterminer en particu- 
lier celles dont le rayon de courbure est constant. 

2® Trouver les courbes trajectoires orthogonales des droites de la surface. 

3® Former l’équation différentielle des lignes asymptotiques et montrer que son intégra- 
tion peut se ramener à une quadrature. 

(Grenoble, épr, th., U* quest.) 


19. Deux courbes G, F se correspondent point par point de manière que les tangentes 
aux points correspondants M, p, soient parallèles. Soient Ci, I\ deux courbes rencontrant 
respectivement toutes les tangentes à G, F; soient M^, gi les points où ces courbes rencon- 
trent respectivement deux tangentes correspondantes quelconques MT, u,t de C, F. 

Montrer qu’étant donnée C^ on peut choisir I\ de manière que sa tangente en tout point 
Pi soit parallèle à la tangente à C^'au point correspondant M^; les courbes Fj qui jouissent 
de celte propriété forment une famille dépendant d’un paramètre arbitraire. 

On peut définir par la donnée, en fonction de l’abscisse curviligne s du point M, de la 
longueur l du vecteur MM^ porté sur la tangente MT à la courbe G; soit l’abscisse curvi- 
ligne de Ml sur Ci. Soient a, X, <ti les quantités analogues relatives à F, î’i. 

Montrer que l’on a 

ds dl d <T -+" dX . d.Si d ctj 

d^i d(Ti ^ l X ’ 

Examiner le cas particulier où Ci coupe orthogonalement toutes les tangentes MT et où 
r se réduit à un point. 

(Grenoble, épr. th., 2* quest.) 

20. On considère le point dont les coordonnées rectangulaires sont 

(,) = A + r = B + . = c + p^-5, 

dans lesquelles on a posé 


G 


sina 


Lorsque p varie seul, ce point décrit une droite A(u, v) qui, quand u et a varient, engendre 
une congruence G qu’on se propose d’étudier. 

1° Vérifier que la congruence G est formée par les tangentes communes à la sphère S 
obtenue en faisant p == 0 dans les formules (1) et au cône T obtenu en faisant p = cotgo 
dans les mêmes formules. Trouver les développables dont les génératrices appartiennent à 
G et démontrer que les arêtes de rebroussement de ces surfaces qui sont sur T se transfor- 
ment en les différentes tangentes d’une même circonférence dans le développement du 
cône T sur un plan. 

2* Démontrer qu’il existe des surfaces S qui admettent pour normales toutes les droites 
de G; trouver ces surfaces. Déterminer les lignes de courbure des surfaces X; montrer 
qu*une famille est plane et l’autre sphérique. Que pouvez-vous dire des développées de ces 
lignes de courbure? 

(Paris, épr. écr.y l*"® quest.) 
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21. On considère la congruence de cercles 

X* + -f- 2*2 — ax — (6 — a^jà^y — 6 = 0, 

a?-+-2(6 — a2)ay-i-2a = 0. 

Déterminer 6 en fonction de a de façon que la surface engendrée par les cercles C de la 
famille ainsi constituée admette ces cercles G comme lignes de courbure. 

{Bordeaux, épr. écr., 2* quest.) 

22. Un point m, de coordonnées x, y, z, décrit une courbe gauche (y) dont on appelle s 
Tare, r le rayon de courbure, t le rayon de torsion, (a, 6, c), (a', 6', c') et (a", 6", c") les cosinus 
directeurs de la tangente, de la normale principale et de la binormale. On considère la 
courbe dite adjointe (y^) décrite par le point 



et les courbes dites associées, (T), définies par les équations 

X = X cos6 -f- oTo sinO, Y = y cos6 -t-yo Z = z cosô sin6, 

où 8 est une constante. 

On désigne par les grandes lettres S, R, T, A, B, ..., C" les éléments de la courbe (F) 
analogues aux éléments de la courbe (y) représentés par la même petite lettre. 

1® Trouver le trièdre de Serret-Frenet relatif à la courbe associée. Dispositions de ce 
trièdre par rapport au trièdre de la courbe donnée. Longueur des arcs correspondants sur 
(y) et (F). 

2“ Rayons de courbure et de torsion de la courbe (F). 

3* Montrer que si (F) est une courbe associée à (y), inversement (y) est l’une des courbes 
associées à F. 

4® Pour 0 = 0, 0 = la courbe F se réduit à (y) ou à (yo). 

Montrer que si (y) a son rayon de courbure constant, (yo) a son rayon de torsion constant. 
Dans ce cas les courbes (F) sont dites courbes de Bertrand (relation linéaire entre les deux 

courbures ^ 4)* 

{Rennes, Géom. sup., épr. écr.) 

23. Deux surfaces développables sont applicables l’une sur l’autre lorsque, sur leurs 
deux arêtes de rebroussement, la courbure est une même fonction de l’arc. 

24. Les normales à une surface réglée aux difTérents points d’une même génératrice 
forment un paraboloide hyperbolique. 

25. Si une géodésique d’une surface réglée coupe sous un angle constant les généra- 
trices, elle se confond avec la ligne de striction; si la ligne de striction est une géodésique, 
elle coupe sous un angle constant les génératrices; enfin si la ligne de striction coupe 
sous un angle constant les génératrices, elle est aussi une ligue géodésique. 

(O. Bonnet.) 

26. On considère les hyperboloides de révolution à une nappe représentés par l’équation 

■ y- = 1 

a t b -t- i ’ 

a et b étant des constantes ct t un paramètre variable. 

1® Former l’élément linéaire de la surface réglée engendrée par celles des génératrices 
rectilignes qui rencontrent l’axe des z. 

2® Déterminer les lignes asymptotiques de cette surface. 

{Paris, épreuve théorique.) 

27. On considère, sur une surface S, d’une part les courbes G enveloppées par des plans 
normaux à S et parallèles à une direction donnée D, d’autre part les courbes telles que 
la normale à la surface le long de chacune d’elles fait un angle constant avec la môme 
direction. Démontrer que si ces deux familles de courbes forment un réseau orthogonal, 
la surface a un système de lignes de courbure situées dans des plans perpendiculaires à D. 

(Lucien Lévy.) 
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28. Les droites qui ont pour équations 

X — U sinu y — u sinu oz 

sinu — sinu u ’ 

où a est une constante, u et u deux paramètres variables forment une congruence. Étudier 
cette congruence, et en particulier démontrer que la surface focale se compose de deux 
paraboloides de révolution égaux. 

29. Étant donnés trois axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy, Oz, on considèi;e 
dans le plan des xy la parabole qui a pour équation y* = 2p{x — b). 

1” Former l’équation de la surface B enveloppe d’une sphère E variable, passant par 
l’origine, et dont le centre décrit celte parabole; étudier la section de E par le plan a;Oy, 
et la surface E' obtenue en transformant E par une inversion d’origine O et de module p^. 

2“ Soit S une sphère tangente à Torigine au plan a;Oy; démontrer que le cercle suivant 
lequel la sphère touche son enveloppe est orthogonal à S, et que toute sphère telle 
que S coupe la surface E à angle droit en tous les points de leur intersection; déterminer 
les lignes de courbure de E. 

3° Dans quel cas les deux familles de lignes de courbure de E se composent-elles de 
cercles? Déterminer, dans ce cas, la deuxième famille de sphères dont K est l’enveloppe, 
et trouver le lieu des centres de ces sphères. 

{Nancy, épreuve théorique.) 

30. Trouver en projection sur le plan yOz les lignes asymptotiques de la surface 

x-f-y2z= f {y — i)c ^^dt. 

Parmi ces courbes projetées, montrer qu'il y en a une et une seule délimitant avec Oy 
et le prolongement de Oz une région d’aire finie. Évaluer cette aire. 

{Poitiers, épr. prat.) 

31. On assimile la terre à un ellipsoïde de révolution, dont les rayons de courbure 
principaux en un point sont Ri et Évaluer la partie principale de l’intégrale 

//(i.-r.)’- 

étendue à toute la surface du globe, en supposant très petit l’aplatissement £ = 1 — -• 

1 

Application : e = Degré d’approximation. 

{Poitiers, épr. prat.) 

32. Soit S la surface définie en coordonnées rectangulaires par les équations paramé- 
triques ' 

x = u cosü -f-sin2ü, y = us\nv — ^s\n2v — v, z = (p{u,v). 

On demande de trouver l’expression la plus générale de la fonction cp(u, u) pour chacun 
des trois cas suivants : 

i" pour que les deux familles de courbes u = C‘«, u = soient orthogonales sur la 
surface S; 

2” pour que ces deux familles de courbes soient conjuguées sur la surface S; 

3“ pour qu’elles soient les lignes de courbure de S. 

{Bordeaux, épr. th., 2« qnest.) 

33. On désigne par S une surface réglée dont les génératrices font un angle donné 0 
avec une direction donnée A. Les axes Oxyz sont rectangulaires et A parallèle à Oz. 

r Appelons Sj toute surface S développable. Dire quelle est la nature de l’arête de 
rebroussement de Sj : en déduire le moyen d’engendrer toutes les surfaces Sj. Montrer 
qu’en un point quelconque d’une surface Si le plan tangent à la surface fait l’angle 0 
avec A. Réciproque. 
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2“ Appelons la surface S dont les génératrices rencontrent 0^ et une hélice circulaire 
d’axe Or. Déterminer les lignes asymptotiques de S 2 et indiquer leur forme. Montrer a priori 
que la recherche de ces lignes se ramène au plus à une seule quadrature. 

(Rennes, épr. écr., 2* quest.) 

34. Le plan qui a pour équation 

2t^x 4- 2ty -+- r = i/(0» 

fit) étant une fonction donnée du paramètre t, enveloppe une surface développable S. 

1° Montrer que l’arôte de rebroussement de S est une hélice. Calculer les rayons de cour- 
bure et de torsion en chaque point de cette hélico. 

2" Ramener à une quadrature la recherche des lignes de courbure de S et donner des 
équations paramétriques de ces lignes. 

(Rennes, épr. écr., l’’* quest.) 


35. On considère la surface S définie par les équations 

a; = 6p2cos2p — Sp^cosl'f, y — — 6p2 8in2p — sini'p, ^ = 8p3cos3q5. 

Former l’équation du plan tangent; calculer les rayons de courbure principaux. 

2“ Former les équations paramétriques de la développée; montrer que les deux nappes, 
qui peuvent être représentées par un même système d’é(|uatioas, sont unicursales. 

3“ Lignes de courbure et lignes asymptotiques de S. 

4® Montrer qu’on a une représentation conforme de S sur un plan en regardant p et (p 
comme les coordonnées polaires du plan. Construire alors les représentations planes des 
lignes de courbure, et dire ce qu’elles offrent de particulier. Comment déduit-on sans calcul 
les représentations planes des asymptotiques de celles des lignes de courbure? 

(Rennes, géom. sup., épr. prat.) 

36, I, — On considère la surface définie en coordonnées paramétriques par les équations 

a; = 3a-+-3a^s— a3, y = 3^ 3a*(l — p», z = 3 (a 2 — 

1® Trouver le degré de cette surface. 

2® Déterminer ses lignes de courbure; montrer que ce sont des courbes planes unicur- 
sales du troisième degré, et qu’elles sont rectifiables. 

3® Déterminer ses lignes asymptotiques; montrer que ces lignes sont à la fois des hélices 
et des cubiques gauches rectifiables. 

4° Démontrer que la surface considérée est une surface minima. On l'appelle surface 
minima d'Enneper. 

11. — On considère les deux paraboles définies par les équations 

(Pj) x~Kt, y — 0, r==2f2 — \, 

(P. 2 ) X = 0, y Z = 2<2 H- t. 

1® Montrer que ces paraboles sont focales l’une de Pautre, c’est-à-dire qu’elles sont situées 
dans des plans rectangulaires et que chacune a pour foyer le sommet de l’autre. 

2® Soit M^lf ™a) un point de (Pj), M. 2 (t = p) un point de (P,). Écrire l’équation du plan 
perpendiculaire au milieu de et déterminer l’enveloppe de ce plan quand et 

décrivent (Pj) et (P^). 

3® On retrouve pour enveloppe la surface d’Enneper. Soit 11 le plan perpendiculaire au 
milieu de M^M^; montrer que les plans normaux à (P^) et (P^) en M^ et sont les plans 
des lignes de courbure qui passent par le point de contact de la surface d’Enneper et du 
plan n. 

ni. — Étude de la développée de la surface d’Ënneper. 

1" Former les équations paramétriques des deux nappes de la développée. Vériller ainsi 
que la développée se compose de deux surfaces unicursales algébriques, analytiquement 
distinctes, symétriques par rapport à une droite. 

2* Soit une nappe de la développée. Déterminer les lignes asymptotiques et les lignes 
de courbure de en termes finis. Indiquer sans calcul une famille de géodésiques de 
Rayons de courbure principaux. 

3® Montrer que, sur les courbes a = C'% p = C** forment un réseau conjugué. Cotte 
propriété étant établie par le calcul, la démontrer géométriquement, et l’étendre à la 
développée d’une surface quelconque. 
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4® L’une des familles du réseau conjugué (a), (p), est formée de courbes planes situées 
dans des plans parallèles; l’autre famille est formée des courbes de contact des cylindres 
circonscrits à ayant leurs génératrices parallèles aux plans des courbes de la première 
famille. 

37 . Démontrer que la seule surface minima de révolution est la surface engendrée par 
la révolution d’une chaînette autour de sa base. Cotte surface a reçu le nom d'alysséide, ou 
de calénoïde. 

38 . Démontrer quo le ds^ d’une surface réglée réelle peut se mettre sous la forme 

ds- = du- -H [{u — a)- 

a et P désignant des fonctions de à. Si p = 0, la surface est développable. 

39 . Démontrer qu’en tout point d’une surface le carré du rayon de torsion d’une ligne 
asymptotique est égal au produit changé de signe des rayons de courbure principaux en ce 
point. 

40 . On considère la surface dont l’élément linéaire est donné par la formule 

^ (u “ a) 

où a désigne une constante positive. On demande : 

1® de déterminer explicitement les lignes géodésiques de la surface; 

2® si l’on fait correspondre au point de coordonnées (u, u) de la surface le point du plan* 
qui a pour coordonnées polaires r = u, w = ü, quelles sont les courbes du plan qui corres- 
pondent aux géodésiques de la surface; 

3° de déterminer la ou les lignes géodésiques passant par les deux points (u, v) et (Uq, Vf,); 

4 ® de trouver l’enveloppe des géodésiques passant par le point (uq, Vq). 

{Paris, épreuve théorique.) 

41 . On considère les surfaces (S) dont l’élément linéaire a la forme 

= U (u) (du 2 iiü'i). 

1® Par un changemeut de variables = 3 (u), ramener le à la forme géodésique 
polaire. 

2® Déduire de là la courbure totale de la surface ^qu’on exprimera au moyen de Ur 

^ d-^m 
du ’ du^ j’ 

3® Choisir U pour que (S) soit à courbure totale constante. 

4® Déterminer les géodésiques de (S) dans le cas où II u. 

{Poitiers^ épreuve théorique, 2® question.)' 

42 . On considère la surface définie par les équations 

a; = u cosu, y = usinu, c = au -f- \/P — u~ — 6 Log , 

a et 6 étant des constantes. 

1® Démontrer que les courbes u = C‘* sont planes et que le plan de chacune d’elles coupe 
la surface sous un angle constant. 

2® Montrer que la surface est applicable sur une surface de révolution; préciser le mode 
de correspondance. 

3® Déterminer les lignes de courbure et les rayons de courbure principaux. 

4® Développée de la surface; montrer que chacune des deux nappes est applicable sur 
une alysséide. 

5° Déterminer les lignes asymptotiques, leur courbure et leur torsion. 

(Agrégation.) 

43 . On donne un point fixe O et un plan fixe Q qui ne passe pas par O. Étudier le 
complexe des droites D qui rencontrent le plan Q en un point A tel que OA soit normal à D. 

(Papelier.) 
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44. Étudier le complexe des cordes de la quadrique 

Ax2 -4- _t_ Cz2 — 1 — 0 

qui sont vues de son centre sous un angle droit. Points pour lesquels le cône du complexe 
est de révolution. Plans pour lesquels la courbe du complexe est une parabole ou un cercle. 

(Papklier.) 

45. Dans tout complexe (non linéaire) il existe en général une congruence de droites A 
telles que le plan tangent aux cônes élémentaires relatifs aux divers points d’une de ces 
droites soit le même tout le long de la droite à l’exception d’un seul point P de A. La 
congruence porte le nom de congruence singulière du complexe, la surface (pouvant d’ailleurs 
se réduire à une courbe) lieu du point P, le nom de surface des singularités. Le point P est 
un point singulier de A, le plan associé à A en tous les points autres que P est un plan singu- 
lier : la surface des singularités est une nappe focale de la congruence singulière, les point 
et plan singuliers relatifs à A sont des éléments focaux associés. 

On demande de vérifier toutes les propriétés précédentes sur le complexe (du second 
degré) des droites A par chacune desquelles passent deux plans rectangulaires tangents 
au paraboloide xy=^hz. 


46. Ratlacher la Ihéorie du multiplicateur à celle des champs vectoriels d’après les 
indications suivantes. 

On cherche les lignes intégrales du champ vectoriel V(M). La condition pour que p soit 
un multiplicateur peut s’écrire div(pV) = 0. Soit ç(M) une intégrale première; on considère 
les surfaces infiniment voisines 

(S) <f(M) = >, (S’) ç(M) = >.-+.(iX; 


on trace sur (S) un contour fermé simple (y) et on construit le tube des normales à (S) le 
long de (y). On applique le théorème d’Ostrogradsky au champ pV dans le domaine compris 
entre ce tube et les surfaces (S) et (S'). Montrer que, si G est le vecteur unitaire de la 
normale géodésique à (y), ds l’élément d arc de cette courbe, la quantité 


d>h = Y.G 


gds 

v/(gFa~dÿ)2 


est une différentielle totale sur (S). En conclure que si l’on possède une intégrale pre- 
mière ç(M) et un multiplicateur p(M), on obtient les lignes intégrales par une quadrature ; 
ce sont, sur les surfaces (Sj, les lignes = G*"*. 


47. On considère l’enveloppe E de la famille de plans 

o; cos î) -I- y sin 9 -4- z cotô — p (0, 9 ) = 0, 

où ç et ô sont les paramètres variables. A chaque système de valeurs de 9 et 0 on fait 
correspondre le point de contact du plan défini par ces valeurs avec la surface. 

1® Former la condition à laquelle doit satisfaire la fonction p pour que les courbes 
0 = const., 9 = const. soient conjuguées. Déterminer la forme générale des fonctions p 
satisfaisant à cette condition. 

2® Celle condition étant remplie, montrer que les lignes 9 = const., 6 = const. sont ortho- 
gonales. Montrer que les lignes de courbure de la surface sont planes, et que celles de 
l’une des familles sont égales entre elles. 

‘3® On considère ces lignes de courbure comme les différentes positions d’une courbe 
mobile : quelle est la nature du déplacement de son plan? Définir les deux nappes de la 
développée de E; dans quelles conditions l’une ou l’autre de ces deux nappes dégénère-t-elle 
en une ligne? Quelle est la nature de E lorsque les deux nappes sont ainsi dégénérées? 

Nota. — Les candidats devront faire usage, autant que possible, de considérations 
géométriques. 


{Strasbourg, épr. écr., U® quest.) 
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254 . fntervcntion de fonctions arbitraires dans la solution. — 

On appelle équation aux dérivées partielles d'ordre p une relation entre les 
variables indépendantes, la foijyction inconnue, et ses dérivées partielles jus- 
qu’à l’ordre p inclus, une dérivée d’ordre p au moins figurant effectivement 
dans cette relation. 

Par exemple, soient z une fonction inconnue des deux variables x, y et 
/‘(a;, y) une fonction donnée. Alors la relation 


^x7>y 


f(x, y). 


déjà considérée au n° 84, est une équation aux dérivées partielles du second 
ordre. Si l’on connaît une solution particulière (p(æ, ÿ), toute autre solution 
sera de la forme 


ÿ)-l-A(x)-i-B(ÿ), 

A (x) et B (y) désignant des fonctions dérivables, mais arbitraires. C’est là un 
fait général : la solution d'une équation aux dérivées partielles dépend de 
fonctions arbitraires (^). Toutefois, la loi de cette dépendance n’ëst pas facile 


(1) Une équation différentielle ordinaire, telle que 

(E) S- = 

peut toujours être regardée comme définissant une fonction c de a? et de n paramètres 
Tl, ... , Tn, bien que ces paramètres ne figurent pas explicitement dans l’équation. Soi 1 9 (a?, a, p) 
l’intégrale générale de (E) en tant qu’équation différentielle ordinaire. Si on regarde z 
comme fonction inconnue de a;, l’équation (E) devient une équation aux dérivées 

partielles et sa solution est ç(x, a, p), où a et p sont maintenant des fonctions arbitraires 
de 74 , 72. 

Laimé, Anal., II. 


14 
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à résumer dans un énoncé simple, parallèle à celui d’après lequel l’intégrale 
générale d’une équation différentielle d’ordre n dépend de n constantes 
arbitraires. 

Précisons ce point par un exemple. En disant que l’intégrale de l’équation 
y" — f{Xj y, y') dépend de deux constantes arbitraires, on veut dire qu'il faut imposer 
deux conditions à une solution de cette équation pour la déterminer. On donnera, pour 
fixer les idées, les valeurs prises par la fonction et sa dérivée première pour x = 0, 
ces valeurs sont les deux constantes arbitraires de l’énoncé. Prenons maintenant 
l’équation 

3x2 ly ’ 

une intégrale holomorphe en a*, y autour de l’origine ic = y==0 est bien déterminée 
si l’on donne la fonction holomorphe cp(x) à laquelle elle se réduit pour y = 0 : c’est 
ce qu’on verra en cherchant les coefficients du développement de Mag-Lvurin de 
l’intégrale en question, développement qu’on peut ordonner par rapport à y et qui 
s’écrit alors 

f (x)-h ... (a-) + • • • ; 

ici, la donnée d’une seule fonction f(x) détermine donc, bien que l’équation soit du 
second ordre, une intégrale holomorphe. En outre, cette fonction cp(x) n’est plus une 
fonction analytique arbitraire : une étude plus approfondie (voir GoüRSAT, Cours 
d' Analyse, t. 111, chap. xxiv) montre que la fonction doit être entière. 


2315. Simpliflcatioa par chang^ement de variables : équation 
des cordes vibrantes. — La théorie des équations aux dérivées partielles 
est un chapitre important de l’Analyse, en raison de la fréquence avec laquelle 
elles interviennent dans des questions diverses. Nous avons déjà rencontré 
l’équation de Laplacë, à propos des fonctions d’une variable complexe. En 
Physique mathématique, les types les plus variés d’équations aux dérivées 
partielles se sont présentés dès les premières recherches. 

L’une des plus anciennement étudiées est Véqiiation des cordes vibrantes 


(1) 




on la traite par changemefit de variables en posant 

(2) a = æ-ha/, v=zx — at, 

^ ^ 

?x ?u a?t iüi Fü’ 

^ :i^z ?*z 

du* dudv 

I g 


l’équation (1) devient ainsi 

( 3 ) 


d*z 

dudv 


= 0 
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efc soDt intégrale générale est 

(4) z = «p(x-ha/)-|-^(x — at). 

Le problème physique est ainsi posé : on considère une corde très peu exten- 



sible tendue entre deux points Xj, de 
l’axe Oa?, qui sont les extrémités de la 
corde. Ondemanded’étudierdansleplan 
des xz les petits mouvements transver- 
saux du système autour de sa figure rec- 
tiligne d’équilibre x^x.y A l’instant /, la 
figure afTcctée par la corde sera une 
courbe représentée par l’équation 

zz=;z(x, /). 


29. Qn démontre en Physique (^) que z est 

précisément une intégrale de l’équa- 
tion (1). La présence des fonctions arbitraires co et dans (4) indique la possi- 
bilité d’une infinité de mouvements. On détermine l’im d’eux en donnant : 

1® la figure déformée imposée à la corde à l’instant / == 0 ; 

2® la répartition des vitesses animant alors les divers points de la corde. 
Analytiquement, cela revient à énoncer le théorème suivant : 

Une intégrale de (1) est bien déterminée si ron donne, dans l'intervalle 
{x^, Xj), les deux fonctions 

z(x,0) et y^(x,0) 

astreintes à s^annuler aux deux extrémités. 

Il suffit en effet de montrer qu’on peut déterminer les fonctions cp et 
figurant dans (4) de manière à avoir 

cp(x) -I- = z{x, 0), 

= 0 ); 


la seconde équation donne cp(x) — è une constante additive près, et nous 
aurons 

cp(x)-|-4/(x) = F(æ), 

<p(x) — = G(x) -h G, 

d’où 2cp(x) = F(x) G(x) -4- C, 

2vKx) = F(x) — G(æ) — G; 

la solution sera donc 

F(x-l-a/)-f-G(x-f-a/)-f-C F(x — at) — G{x — a/) — G. 

Z— 2 2 

naturellement, on vérifie que G disparaît du résultat final. 


P) Voir Boulioand, Précis de mécanique rationnelle^ tome II. 
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2S6. Quelques méthodes de recherche. — Les méthodes employées 
étant très variées, nous citerons quelques exemples assez nettement différents, 
par leurs principes, des considérations utilisées pour les équations du premier 
ordre, dont nous ferons, en dernier ressort, Tétude systématique. 

On peut tirer parti de rapprochements entre les équations différentielles ou 
aux difivées partielles d’une part, les équations aux différences finies d’autre 
part, les premières se présentant comme cas limite des secondes. Précisons 
d’abord cette idée dans le domaine des équations différentielles ordinaires. 

L’équation différentielle 

(5) y'=f{^,y) 

peut être rapprochée pour h très petit de l’équation 

(6) 9 (x + /i) — 9 (x) = /i/’[x, <f(x)], 

dans laquelle la fonction 9, au lieu d’être définie quel que soit æ, l’est seule- 
ment pour les valeurs de la forme n/ï, où n désigne un entier quelconque, 
positif ou négatif. Si on donne 9(0), l’équation (6) permet de déterminer de 
proche en proche les termes de la suite 

(f(/i), <(>(2/i), if(nh), .... 

c’est-à-dire les ordonnées des sommets successifs d’une ligne brisée, ayant 
pour abscisses ù, . . ., n/i, . . ., sommets tels que cette ligne fournisse la 
représentation graphique d’une solution de (6). Mais alors, à partir de ce point 
de vue, le fait qu’il passe par un point de l’axe Oy (par exemple) une courbe 
intégrale de l’équation (5) devient intuitif. Cette intuition ne saurait, il est vrai, 
se substituer à une démonstration rigoureuse, mais du moins fournit-elle le 
principe d^une telle démonstration, qu’on trouvera développée dans des traités 
plus étendus [moyennant des conditions convenables imposées à /'(æ, y)] sous 
le nom de méthode de Gaughy-Lipschitz. 


2iî7. De tels procédés, appliqués aux équations aux dérivées partielles, 
permettent également de rendre intuitifs des résultats importants. Par exemple, 
avant d’étudier dans le plan l’équation de Laplage 





0 , 


on peut considérer la question suivante. 

Traçons dans le plan xOy un réseau à mailles carrées, obtenu au moyen 
des droites x =mh, y = n/?, où m et n sont deux entiers quelconques, et h 
une longueur fixe. Cherchons une fonction définie exclusivement aux nœuds 
du réseau et telle que sa valeur en un nœud quelconque soit la moyenne arith- 
métique de ses valeurs aux quatre nœuds les plus proches, de manière qu’on 
ait 


(7) Xf{x, y) — f{x-¥-h,y)-\-f{x — h,y)-\- f(x, y h) + f{x, y — h). 
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Pour abréger, nous appellerons fonction préharmonique toute fonction 
définie aux nœuds du réseau et jouissant de cette propriété de moyenne. 
D’après celle-ci, il est impossible qu’en un nœud quelconque la valeur de la 

fonction surpasse à la fois ses valeurs aux 
quatre nœuds voisins ou leur soit inférieure. 
Il n’y aura donc ni maximum ni minimum 
sur le réseau. — Juxtaposons un certain 
nombre de carrés du réseau en un poly- 
gone, que nous appellerons domaine poly- 
qiiadralique. Un tel domaine étant défini, 
les nœuds du réseau lui seront extérieurs, 
intérieurs, ou périphériques. Or, on aper- 
çoit aisément la proposition suivante : 

Il existe dans un domaine polyquadra- 
tique une fonction préharmonique et une 
seule acquérant des valeurs données aux 
F'g- 30. nœuds périphériques. 

Car la recherche de cette fonction con- 
siste en la résolution d’un système linéaire dont les inconnues sont les valeurs 
aux nœuds intérieurs. Il y a autant d’équations que d’inconnues, car on doit 
exprimer la propriété de moyenne en chaque nœud intérieur. Enfin le déter- 
minant n’est pas nul, car si en chaque nœud périphérique on donne la valeur 
zéro, la fonction cherchée s’annulera en chaque nœud intérieur (vu l’impossi- 
bilité d’un maximum ou d’un minimum), et par suite le système rendu homo- 
gène n’admet pas de solution non formée de zéros. 

Or l’équation de Laplage se présente comme un cas limite de l’équation (7) 
quand h devient très petit. Appelons fonction harmonique une solution de 
l’équation de Laplace, continue ainsi que ses dérivées des deux premiers 
ordres. Nous prévoyons par ce qui précède le résultat suivant, qu’on démontre 
d’ailleurs rigoureusement : 

Soit un domaine limité par un ou plusieurs contours et une succession de 
valeurs données sur chacun d'eux. Il existe une fonction harmonique et une 
seule dans ce domaine^ prenant sur les bords des valeurs données; elle n'a 
dans le domaine ni maximum, ni minimum (*). 

On peut généraliser au cas de trois dimensions, en prenant l’équation 



?^l] 


?x^ ?y^ 


et cherchant la solution, continue ainsi que ses dérivées premières et secondes 
dans un certain domaine et acquérant des valeurs données sur la ou les 
surfaces qui le délimitent. L’existence et l’unicité d’une telle solution, qu’on 
établit avec une large généralité, constituent le principe de Dirichlet. 


(q C’est précisément de cette dernière propriété que résulte l’unicité de la solution. 
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2 ^ 8 . Revenons à l’équation de Laplace dans le plan. Si nous prenons une 
fonction analytique f{z) de la variable complexe z = æ -h fy, 

/•(z) — P(x, ,y)-t-/0(x, jy), 

sa partie réelle P et sa partie imaginaire Q sont des fonctions harmoniques. Il 
nous est donc loisible d’en former de très nombreuses. On peut encore 
remarquer qu’en vertu de la relation 

(8) Log/’{z)== logiez)! -+- J arg /•(!), 

le logarithme du module d’une fonction analytique est une fonction harmo- 
nique. Appliquons ceci à la fonction z — (en désignant par z^ une constante). 

Nous voyons que logr (où r est la distance 
des images de z et de z^) est harmonique. 
Gomme on peut écrire 


y 


0 






r i= yj{x — -t- {ij — ij^Y 

on connaît une intégrale 

u(x, y ; Xo, ï/o) = logr 
de l’équation 

(0) 






Fig. 31. 


intégrale qui dépend de deux paramètres 
arbitraires 

Grâce au fait que l’équation est linéaire, nous pourrons de l’intégrale précé- 
dente, ou mieux de la famille d’intégrales précédentes, déduire de nouvelles 
intégrales, en pratiquant des opérations de composition linéaire au sein de 
cette famille. Considérons d’abord n points 


(«y ^i) 




(«n, l>n), 


par exemple les sommets successifs d’une ligne brisée, et affectons-les de 
coefficients . . ., e„. Il est clair que l’expression 

y \ «1, 6i)-f-£2w(x, y; 6.^)-+- . .. -t-£„u(æ, y\ a„, 6„) 
sera .une intégrale de ( 9 ). Mais alors, on songe à passer du cas d’une ligne 
brisée à celui d’une courbe G, dont la tangente varie continûment. Soit s 
l’abscisse curviligne d’un point courant (a, 6) de cette courbe. L'expression 

m(x, y ; a, h)ds 

représente encore (comme le confirme la règle de dérivation de Leibniz, 
appliquée en supposant le point æ, y hors de G) une intégrale de ( 9 ), quelle 
que soit la fonction continue cp(s). 

On peut remarquer de plus que la dérivation est elle-même une opération 
de composition linéaire : toute dérivée première 
DM 


?a 


-f- 




(a, p, indépendants de x, y) 
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de la fonction u par rapport au point (a, h) dans une certaine direction est 
une nouvelle intégrale de (9). Reprenons la courbe précédente G et supposons 
que a, p soient les cosinus directeurs de la normale en un point (a, 6) de cette 
courbe, de sorte que l’on peut écrire 


dn' 

signifiant la dérivée prise suivant la normale à cette courbe. Alors 



est encore une intégrale. 

Ces remarques dépassent de beaucoup la théorie de l’équation de Laplage 
et s’appliquent à l’étude de classes étendues d’équations aux dérivées partielles 
linéaires : leur intérêt est de fournir des solutions dépendant de fonctions 
arbitraires. On pourra ensuite essayer de déterminer ces dernières de manière 
que la solution correspondante remplisse une condition imposée d’avance 
(notamment une condition sur la courbe G d’intégration). On sera ainsi 
conduit à résoudre des équations intégrales linéaires. 


2^0. Pour montrer la portée de ces considérations, nous les appliquerons à 
la résolution du problème de Dirighlet pour le cercle. 

Soient a, p deux nombres complexes quelconques. Considérons la fonc- 

^ P '' L-a partie imaginaire de son logarithme est l’argument de ce 

quotient, ou encore l’angle sous lequel le segment ap est vu du point z. Donc 
cet angle est une fonction harmonique des coordonnées cartésiennes cr, g de z. 

Soit maintenant une ligne brisée et ojj l’angle sous lequel le 

côté ai est vu du point z. Quelles que soient les constantes Cg, . , ç,i, la 
fonction 

“P • • • “h Cn^^n 

est harmonique en x, g. 

Passons d’une ligne polygonale à une courbe : un élément d’arc ds sera vu 
du point (æ, g) sous un angle dw, 

c/w = ô(a?, s)ds, 

où Ô(æ, y, s) est harmonique en a?, y (‘). L’intégrale 
(10) V{x, y)z=: 

sera encore harmonique. 


(i) Q{x, y, s) représente la dérivée, suivant la tangente à G, dans le sens des arcs crois- 
sants, de l’angle sous lequel on voit du point fixe (a?, y) un arc de la courbe d’origine fixe 
et d’extrémité s. Comme l’indique la figure 32, cet angle est l’argument de z© — z (ou du moins 
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Nous allons écrire plus explicitement cette intégrale dans le cas où la courbe 
C (qui n’est pas nécessairement fermée) est une circonférence de rayon R. Soit 
M le point (^e la circonférence qui a pour abscisse curvilignes; si nous posons 
s = Rd, 6 désignera l’abscisse angulaire de M. Prenons pour pôle le centre O 
de la circonférence, pour axe polaire Oa? la droite 0 = 0 et déterminons la 
position de P par ses coordonnées polaires (r, a). L’angle w désignera mainte- 
nant avec précision celui sous lequel l’arc AM est vu de P. 




Pour un déplacement infiniment petit MM' du point M sur la circonférence, 
on trouve aisément (proportionnalité des sinus aux côtés dans le triangle PMM') 




MM'cosJmP, CM) 
PM 


R cosOMP 
—F M ' 


Nous aurons donc une intégrale de la forme 


U, 


■=./: 


•2’' , ^^^RcosOMP^^. 
P]g — 


or on a, dans le triangle OPM, 


R = OP cosPOM 4- PM cosOMP 
= r cos(a — 0) H- PM cos OMP, 


n*en diffère que d’uiie constante additive). Ainsi 0 est la dérivée tangentielle de arg( 2 o — z). 
Or nous avons 

Log(ro — z) = [op;\zo — z\^i a^g(^o — z), 

donc la dérivée tangentielle de arg(r(y — z) est égale (au signe près) à la dérivée normale 
de loglro"“^l (conséquence de l’égalité au signe près des dérivées de la partie réelle et 
de la partie imaginaire d’une fonction analytique, prises dans des directious rectangu- 
laires). Ceci expliquera au lecteur pourquoi d’autres ouvrages substituent à l’intégrale (10) 

j ' d 1 0®* r 

?(s) — intégrales sont égales ou opposées, suivant la conven- 

V. 

lion adoptée pour le sens de la normale. 
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^ RcosOMP R [R — rcos(a — 6)] 

PM "" 1PM^ 
et (inalement 

(11) U, 


R [R — r cos (g — Q)] 


R^ -h r* — 2Rr cos (a — 0) 


' /.i 9 R r f or Y V«; « 


2Hr cos (a — 6)^ 


Cela posé, pour résoudre le problème de Dirichlet dans le cas du cercle, 
désignons par f{a) la fonction de a continue et périodique, de période 27:, 
qui exprime la distribution des valeurs données sur la circonférence, en chaque 
point d’abscisse angulaire a. Il faut choisir t}^(0) de manière que l’intégrale (11) 
tende vers lorsque le point P tend, d’une manière quelconque, en restant 
intérieur au cercle, vers le point de la circonférence d’abscisse angulaire a^, 
et cela quel que soit ao* 

Nous aurons donc la condition 


(12) lim P = 

»H Jü R- — 2Rr cos (a — 0) -h ^ ^ ^ 


(en réalité, elle exprime seulement que la valeur limite est atteinte quand P se 
rapproche de la circonférence suivant un rayon déterminé, d’angle polaire a ; 
il resterait à vérifier que cette condition, une fois réalisée, entraîne la précé- 
dente : nous l’admettrons pour éviter dos longueurs). 

Mais une précaution s’impose dans le calcul de la limite (12), qui est celle 
d’une expression de la forme 

U|> =. 

On voit en effet que si ']/m == i l’intégrale du second membre a pour valeur 
2::, 0 ou TC suivant que le point P est dans le cercle, au dehors, ou sur la cir- 
conférence : cette courbe est donc, dans le cas particulier où ']> = !, une 
ligne de discontinuité pour U^. On prévoit qu’il en sera de même dans le cas 
général : autrement dit, Up ne tend pas en général vers Up., quand P tend vers 
le point Po(R, a) de la circonférence. 

Pour en décider, considérons l’intégrale 

Vp = jT (^M — ’l'Po) ^ > 

il est facile de montrer que cette intégrale est continue au point Po(*). On a 
alors, si P est intérieur au cercle, 



U P — 2 Tc^Po 


(q Pour cela, il faut montrer que quel que soit e>0, on peut prendre P assez voisin de 
Po pour avoir | Vp — Vpo| < e. A cet etîet décomposons l’intégrale Vp en deux parties, l’une 
»p étendue à l’arc PiP^ de milieu Pq, l’autre wp au resté do la circonférence. Grèce à la con- 
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et 


Vp,= Up„— ^(o)o?0-~ic'i^p^, 


et enfin, en écrivant que lim Vp = Vp, 

P~>Pn 

limUp=:| /* ’''|(Ô)GfÔ~f-7:'^P„. 

p_y Z Jù ^ 

On voit d’après cela qu’il faut écrire 

X + (9) ‘/e = + 1 X"' 'f' 

ce qui nous conduit à délci miner la fonction inconnue ^ par l’équation 
intégrale 

(13) + ^ f <i/(e)rf9 = /’(ot). 

Cette équation sc résout immédiatement, car nous voyons que la fonction 
inconnue est de la forme 

^ ^ ’ t: 

OÙ C désigne une constante. Portons dans (13) : il vient 

d'oi 

la solution sera donc 




1 r^"’’ 2R[R — /’ co s (g — 0) ] 


0 R^ H- r- — -^Rr cos(g - 


/(O)(/0 


_ rfMdi r \. R[R-^_cos(«— 9)] 

Atz- À ' Jo R- -4- — 2Rr cos (« — 0) “ ’ 

Mais dans la seconde ligne du second membre, pour P intérieur au cercle, 
l’intégrale constituant le dernier facteur est égale à Stc, et l’on a 

TT ___i_ 2R[R — r cos(a — 0)] tI 

*’ 2tvJo LR'^-i-c- — 2Rrcos(a — 0) JX() » 
ou 

i /»2tî 02 ,.2 

^'‘ = 1^1 R'i--2Rrcos(a-ô)4-r^/’W«^9. 


tinuité de en Po, on peut prendre l’arc Pip2 assez petit pour avoir, quel que soit P, 

1 vp — üp„ K I • 

Mais wp est fonction continue de P aux environs de Pq. Donc on peut prendre P assez 
voisin de Pq pour avoir aussi | u;p — u;pj<|, ce qui légitime le résultat annoncé. 
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Cette dernière expression fournit en définitive la solution demandée du 
problème de Dirichlet dans le cas du cercle : elle est connue sous le nom 
A'intégrale de Poisson. 

Cette intégrale est évidemment fonction de eetdea. On peut la développer 
en série par rapport à r, pour r < R. On trouve aisément 

= 1 -h 2-^ cos(a — G) -H 2 cos2(a — G) 

pti 

"H . • • 2 cos n (ot — 6) -f- . . . î 

ce développement est uniformément convergent quel que soit G. ses termes 
étant inférieurs en module à ceux de la progression géométrique 2^,-, indé- 
pendante de G. Donc on peut multiplier par et intégrer de 0 à On 

trouve ainsi 

(14) Ui‘ = U(r, a) = cosa -f- 6^ sina) -4- . . . 

j^(«nCOS/2a-t-6nSinna) -h 

avec an==-J^ /’(O) cosnGdô, bn= - /’(G) sinnOt/0; 

ainsi ot bn sont les coefficients de Fourier de la fonction continue et pério* 
dique f{0) et le développement (14) est applicable à l’intérieur du cercle, même 
si le développement de Fourier attaché à /’(G) n’est pas convergent. 

Cette remarque suggère une application : supposons le développement de 
Fourier de /’(O) divergent. On aura néanmoins 

/‘(G) = lim ] S aî”[ancosn0-|- ^rtSinnO] [, 

^ nr=l ) 

X désignant un nombre réel compris entre 0 et 1. Par l’introduction de ce 
paramètre et l’opération de passage k la limite, nous attribuons au développe- 
ment de Fourier, en dépit de sa divergence, une somme égale à la fonction 
continue qui lui a donné naissance (‘). 

Ces aperçus suffiront pour montrer que la théorie des équations aux 
dérivées partielles constitue un domaine extrêmement vaste, dont la structure 
n’est nullement révélée par les aspects de la théorie des équations différen- 
tielles ordinaires. Nous allons maintenant restreindre le sujet, et nous limiter 
à l’étude des équations aux dérivées partielles du premier ordre. 

(1) Seulement cette somme n’est plus la limite des Sn. On adopte une définition nouvelle 
du mol somme.’Voir les Leçons sur les séries divergentes do M. Émile Borrl. 


R^ — 

- 2Rr cos(a — G) -4- H 
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260. Choix d’un point de vue. — Dans un exposé relatif aux équations 
différentielles ou aux dérivées partielles, on peut adopter deux points de vue 
bien différents : 

1° Supposer toutes les données du problème analytiques, et chercher à 
définir l’intégrale dans le champ complexe; c’est ce qu’on réalise lorsqu’on 
établit le théorème de Cauchy par la méthode des fonctions majorantes, soit 
pour les équations différentielles (n®® 149-150), soit pour les équations aux 
dérivées partielles. 

2® Se borner au contraire au champ réel, et démontrer l’existence des inté- 
grales satisfaisant aux conditions données (supposées propres à les déterminer) 
en faisant le minimum d’hypothèses sur les fonctions introduites, notamment 
en ce qui concerne l’existence de dérivées de tel ou tel ordre de ces 
fonctions. 

De ce point de vue, considérons par exemple l’équation différentielle 

( 1 ) 

OÙ f est une fonction continue, dans un certain rectangle 
x,<x< x.^, y, < y < y.,, 

des deux variables x, y (dans leur ensemble). Peut-on affirmer qu'il existe 
une fonction dérivable 

y = <f{æ) 

et une seule qui pour (compris entre et xf) se réduise à y^ (compris 
entre y^ et y f) et qui vérifie réquation (1)? 

Sans hypothèse complémentaire sur la fonction f(x^ y), ce résultat, si 
intuitif puisse-t-il paraître, serait cependant inexact. Soit par exemple l’équation 

dont le second membre est une fonction réalisant les conditions ci-dessus 
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dans tout le plan. Donnons à Xq une valeur quelconque el prenons 1 /^ = 0. 
Alors les deux solutions 

y = 0 et y = {x — x^y 

conviennent également (*). 

Pour que l’énoncé précédent soit exact, il faut ajouter une condition 
restrictive, par exemple admettre que fy reste bornée dans le rectangle consi- 
déré. Moyennant quoi on peut établir la proposition que nous avons en vue 
par des raisonnements faisant exclusivement appel à la théorie des fonctions 
de variables réelles. 

Voici brièvement le principe de la démonstration de M. Picard {méthode 
des approximations successives). On remarque qu’une solution de (1) qui se 
réduit à y^ pour la valeur satisfait nécessairement à l’équation intégrale 

(2) y{x)z=tj,-\- rf[t, y(l)]dt. 

*/Xo 

Considérons la fonction 

'/i(a3) = i/o+ r f{t, 

J Ta 

on passe de yy{x) à une nouvelle fonction y.i{x) par la môme opération, 

yA^)=yo+ yAt)]dt, 

et ainsi de suite. On pose en général 

yr,(x) = y„-h £y[t, y„^,(t)]dt, [avec y,(x) = y,]. 

Grâce à V hypothèse faite sur fÿ, on établit alors que dans un intervalle 
partiel de l’intervalle primitif xf)^ la série 

ns=:l 

converge absolument et uniformément i^). On a donc une fonction limite y{x) 


( 1 ) Pareillement, toutes les fonctions y = C — a;* (G > 0), qui représentènt des 

courbes passant par l’origine, satisfont à l’équation = • bien que le second 

membre soit fonction continue de a? et y au voisinage de i’origine, il passe par ce point 
une infinité de courbes intégrales. Cet exemple est dû à M. Peano. 

(2) Considérons un intervalle (xq, XQ-ha) de variation de x, et un intervalle fyo — b, yo-t-6) 
de variation de y, tels que le point (a?, y) reste intérieur à notre rectangle. Soit M la borne 
supérieure du module de f(x, y) entre ces nouvelles limites. On peut prouver la conver- 
gence des yn dans ùn intervalle partiel («o» XQ-hh) de Tintervalle (aro, ajo-t-a). Soit, pour 
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des yn{x)^ et, puisque cette limite est atteinte uniformément, elle vérifie 
l’équation (2). La solution est d’ailleurs unique, contrairement à ce qui se 
passait dans l’exemple de tout à l’heure. C’est ce qu’on peut établir aisément (*). 

Notons qu’on, établit, par ce même procédé et moyennant des conditions 
analogues, Texistence des intégrales d’un système tel que 

I yf = A(x,ÿ, Z, U, u), 

ÿ, Z, U, v), 

^=F(x, y, Z, U, v), 

^ = G(x, y, Z, U, v), 

les quatre fonctions y,z,u^v devant se réduire respectivement à des valeurs 
données pour la valeur de x. On supposera ici que les fonctions A, B, F, G 
possèdent par rapport à y^ z, u, v des dérivées partielles qui demeurent 
bornées dans le cliamp utile. 

Nous avons ainsi une idée suffisamment nette des raisonnements qu’on 
peut utiliser pour édifier la théorie des équations difTérentielles dans le champ 
réel. Ce point de vue ayant l’avantage d’être le plus étroitement associé à 
l’intuition géométrique, c’est à lui que nous nous tiendrons dans l’étude des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre. Nous chercherons donc à 
ébaucher cette théorie dans le domaine réel, sans introduire trop d’hypothèses 

fixer les idées, a> 0 : alors aous prendrons pour h le plus petit des deux nombres a et 

Moyennant quoi, on prouve d’abord que dans (ato, Xq - h h.) les yn(ic) demeurent compris 
entre yo — ^ et yo -h 6 (raisonnement récurrent). On peut alors écrire 

|yn(a?)-y„-i(ar)|< yn- 2 {t)]\dt; 

t/Xo 

or l’élément d’intégrale, grâce è ce que est borné, admet une limitation de la forme 

K|y„-i(0-yn-2(f)(. 

Écrivant l’inégalité ainsi transformée pour les valeurs successives 1, 2, 3, ... de a, on 
obtient l’inégalité finale 

I yn (x) — y,!- 1 (a?) I < MK«+* ’ 

d’où résulte la convergence annoncée. 

(q On utilise le môme principe. S’il existait une seconde intégrale z{x) se réduisant à y^ 
pour là valeur Xq, on pourrait écrire 

yn(x)~^(x)= r ! f[t, yn-m-f[t, z(t)] j dt; 

•/jfo 

le même jeu d’inégalités que précédemment noue conduirait finalement à une relation de 
la forme 

prourant que 2{x) est la limite des yn(xÉ 
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superflues (*). Pour opérer aussi commodément que possible, nous ferons 
appel à des considérations géométriques : nous serons ainsi conduits intuiti- 
vement aux propositions essentielles, et il restera ensuite (ce qui importe) à 
les soumettre au contrôle do l’Analyse, dans la mesure où cela peut se faire ici. 


261. Prélîmînalres intuitifs (^). — L’intuition fournit des données 
nombreuses dans l’ordre d’idées actuellement étudié. Nous allons d’abord 
les résumer, sans souci de rigueur. Les résultats que nous avons en vue 
s’associent à différentes images; les uns procèdent de relations de contact 
(surfaces enveloppes), les autres de la théorie des champs de vecteurs. Nous 
allons puiser alternativement à ces deux sources. 

1® Recours aux champs vectoriels. — Supposons défini un champ vectoriel, 
par la donnée de ses trois composantes 

i/> 2 ), 0(x, y, z), R(æ, z) 

en chaque point (a?, z) d’un système de trois axes rectangulaires; nous 
supposerons que, dans une certaine région de l’espace, P, Q, R remplissent 
les conditions requises pour qu’il ne passe, en chaque point de cette région, 
qu’une ligne intégrale (on dit aussi : une ligne de force) de ce champ, c’est- 
à-dire une ligne tangente en chaque point au vecteur du champ. Ces lignes 
forment donc une congruence. 

Cherchons s’il existe des surfaces les coupant orthogonalement. S’il en est 
ainsi, ces surfaces vérifieront V équation aux différentielles totales 

(1) Pc/æ -P Qdg -p Rdz = 0, 

qui exprime qu’un déplacement différentiel {dx, dij^ dz) relatif à l’une d’elles 
est orthogonal au champ. Dans quel cas l’équation (1) admet-elle une inté- 
grale de la forme 

F(x, ÿ, z) = C? 


Elle doit alors équivaloir à l’équation 

(2) Fi dx -hF'ydg-h F' dz — 0, 

et par suite il faut qu’on puisse déterminer une fonction X(aî, g, z) telle 
qu’on ait 


Exprimons donc que 


F — 


'X{Pdx Qdy -+- Rdz) 


(q La recherche du miûimutn d’hypothèses est un sujet très difllcile, dont l’étude a été 
entamée par M. Baire. 

(2) Cet exposé préliminaire a une grande importance pratique. On y trouvera les règle» 
qui sont d’une application courante dans les problèmes, avec des exemples. 
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est une différentielle totale. Nous devrons avoir 

en effectuant les dérivations, multipliant les équations ainsi transformées 
par P, Q, R et ajoutant, on obtient la condition d'inlégrabilité de (1) 



Ce raisonnement prouve que la condition (4) est nécessaire à l’existence 
d’une famille de surfaces F = G, orthogonales aux lignes de champ. Il nous 
restera à démontrer qu’elle est suffisante. 

Remarques. — I. Ainsi que cela a été expliqué ailleurs, toutes les formules 
que nous rencontrerons ici pour exprimer des conditions intrinsèques pour- 
ront s’écrire elles-mêmes sous forme intrinsèque. 

Désignons par la notation V le vecteur de composantes P, Q, R. Il faut 
écrire que le produit scalaire XV.ofM (en appelant dM le déplacement diffé- 
rentiel de composantes dx, dij, dz) est une différentielle totale, ou encore que 
le rotationnel du champ XV est nul. C’est ce qu’expriment les équations (3); 
on ramène ensuite la condition 

rot(XV)=:0 

à la condition équivalente (n° 250) 

X rotV 4- graak a v = u. 

En faisant alors le produit scalaire par V, on obtient finalement la condition 
d’intégrabilité (4) sous la forme condensée 

V.rotV==0. 

Si donc il existe des surfaces trajectoires orthogonales des lignes intégrales, 
le rotationnel en chaque point du champ sera tangent à celle de nos surfaces 
qui passe en ce point. Cette propriété est d’ailleurs en relation évidente avec 
le théorème de Stores : s’il existe des surfaces orthogonales au champ, la 
circulation de V le long d’un contour fermé quelconque sur une de ces 
surfaces sera nulle. Donc le flux du rotationnel est nul, quel que soit ce contour, 
et par suite sa composante normale est nulle (n® 250). 

II. Une propriété d'invariance. — Il est clair que si l’équation 

(1) Pc/æ H- Qc/i/ -h Rcfz = 0 

est complètement intégrable, il en sera de même de l’équation 

(2) Lcfu -h Mcfi;-+-N(fM; = 0, 
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qu’on en déduit par un changement de variables tel que 

xz=zx{u, V, w), y — y{u,v,w), z=rz(n, ü, u;). 
Si l’intégrale de (i) est 

'f[®. ÿ. z] = C, 

celle de (2) sera 

tp[x(u, y, w), y{u, v, w), z(u, v, iy)]=:C. 

Donc la relation 



entraîne nécessairement 



C’est d’ailleurs ce qu’un calcul direct permettrait de vérifier. 

En particulier, si le changement de variables a pu être choisi de manière 
que N soit nul, la complète intégrabilitc de (1) entraînera que le rapport de L 
à M soit indépendant de w. Nous allons indiquer, à titre d’application de cette 
remarque, une méthode d’intégration de l’équation (1) due à J. Bertrand. 

Supposons vérifiée identiquement la condition V.rotV = 0. Alors, si S est 
une surface intégrale de (1), le champ rotV lui est tangent en chaque point : 
déterminons, sous le nom de lignes de tourbillon, les lignes qui dans l’espace 
sont tangentes en chaque point au champ rotV. Les lignes de S qui en chaque 
point possèdent ce même caractère ne sont pas autre chose que des lignes de 
tourbillon particulières, de sorte que la surface S est un lieu de lignes de 
tourbillon. Soit 


(3) 


dx dy dz 

‘ïÇHZô ~ 

Aæ Tÿ 


le système qui définit ces lignes. Soient «(æ, y, z) et v{x, y, z) deux intégrales 
premières de ce système. Nous avons simultanément les trois relations 


gradii.rot\ = 0, gradv.rotW = 0, V.rotV = 0, 

donc les trois vecteurs gradu, gradv et V sont coplanaires. Nous avons donc 
une relation 

V = X grad m h- {x grad v 
en vertu de laquelle nous pourrons écrire 

V. dHi = X(/w -h \kdv. 

Or puisque V.dM est le premier membre d’une équation complètement 
intégrable, il en sera de même de Xdu -h et. par suite, le rapport {x : X ne 
dépendra que de « et de i;. 

Lainé, Anal., II. )5 
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Indiquons sans développement que l’on pourrait faire de ces considéraUons la base 
d’une théorie rigoureuse des équations aux différentielles totales dans le champ réel. 
Pour cela, il faudrait supposer essentiellement, non seulement qu’on a bien 
V.roÉV = 0, mais encore que le système (3) se prête h l’application de la méthode des 
approximations successives, et il resterait à examiner s’il en est bien encore ainsi de 

l’équation finale ~ — v).' 


Le principe précédent peut d’ailleurs être appliqué différemment. Soit 
l’équation 

( 4 ) dzz=A.{x, y, z)dx-\-B(x, y, z)dy; 

supposons que la condition d’intégrabilité 


ni 


-hB 






soit identiquement vérifiée. Intégrons l’équation différentielle = y, 9), 

où y joue le nMe d’un paramètre. Prenons pour nouvelle fonction inconnue u 
celle que définit l’équation z = cp(cc, n), en supposant que 2 = 9(0?, y, c) 

soit l’intégrale générale de ^z=:A, Alors l’équation transformée sera 


puisque la condition d’intégrabilité est satisfaite, x disparaîtra de cette équa- 
tion. On sera donc ramené à l’intégration de deux équations différentielles 
Ordinaires. Il est clair que la théorie pourrait être encore construite d’après ce 
point de vue. 


262 . Nous examinerons encore le problème suivant : 

Trouver toutes les surfaces qui^ en chacun de leurs points, sont tangentes 
au champ vectoriel précédent. 

11 est clair que toute surface engendrée par une famille à un paramètre de 
lignes intégrales répond à la question. Inversement, soit une surface remplis- 
sant la condition demandée et M un point quelconque de cette surface. Le 
plan tangent en ce point contient le vecteur du champ. A chaque point de la 
surface est associée ainsi une direction : les courbes de la surface qui en chacun 
de leurs points sont tangentes à cette direction sont précisément des lignes de 
champ. Toute surface répondant à la question est donc bien un lieu de lignes 
de champ. 

Si nous traduisons analytiquement le problème, nous sommes conduits à 
écrire que la fonction 

zz=f(x, y), 

qui représente la surface, satisfait à IVçfuation aux dérivées partielles linéaire 
du premier ordre 

( 5 ) 


P/>-(-Qgr=R. 
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Donc, pour intégrer cette équation, on résoudra préalablement le système 


( 6 ) 


dx dy dz 

T"-- ÿ-R’ 


c’est-à-dire on cherchera les lignes intégrales du champ de vecteurs (P, Q, R). 

Soit G une courbe quelconque, différente d’une courbe intégrale. Les lignes 
de champ qui s’appuient sur G déterminent une surface intégrale de l’équation 
(5). Donc, par une courbe G, on peut faire passer une surface intégrale de 
cette équation [problème de Cauchy). Ce résultat tombe en défaut, par indé- 
termination, lorsque G est une ligne intégrale du système (6). Pour marquer 
cette particularité des lignes intégrales (c’est-à-dire le fait d’être impropres à 
déterminer une solution du problème de Cauchy), on dit que ce sont des lignes 
caractéristiques. 

Analytiquement, on résout le problème de Cauchy, dans le cas d’une équa- 
tion linéaire, de la façon suivante. Soient 

0(x,y,z) — a, — b 

les équations de la congruence des lignes caractéristiques, 

Fi(a;, (/, r) — 0, y, z) — (i 

les équations d’une courbe G. Il s’agit d’établir entre a et 6 une relation 
(o(a, 6)=:0 telle que, à tout couple de valeurs de a et b vérifiant cette relation, 
corresponde une caractéristique qui coupe la courbe G. La relation cü=: 0 
exprime donc la condition de compatibilité des quatre équations en x, y, z, 

6 = a, 9=6, = 0; F^ = 0 ; 

autrement dit on aura la relation (o = 0 en éliminant x, y, z entre ces quatre 
équations. 11 en résulte immédiatement que la surface cherchée est définie par 
l’équation 

co[0(aT, y, z), cp(a;, y, z)j = 0. 


Exercices. — On demande les surfaces intégrales de l'équation 
(1 ) xy~p -h x^yq = z [x^ -h y-) ; 

déterminer la fonction arbitraire de manière que Les caractéristiques forment une famille 
d'asymptotiques des surfaces intégrales et trouver les trajectoires orthogonales des sur- 
faces ainsi obtenues. 

[Paris.) 

Le système des caractéristiques est défini par 

i^\ dæ _ dy ^ dz 

^'*'1 ^xy^ yx'^ z(a;2-hy^)’ 

on en lire les combinaisons intégrables 

xdx = ydy, 
ydx H- xdy dz 

ïÿ ~~~z' 
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d’où Tinté^^rale générale du système (2) 

xy = az, 

j-2 y2 -f- 

Les surfaces intégrales de l’équation (1) seront donc représentées par l’équation 

( 3 ) z^xyf[x^ — y\ 

f désignant une fonction arbitraire de l’argument — y^. 

Cherchons ù déterminer / de manière que les caractéristiques jouent le rôle d’asymp- 
totiques de la surface (3). Les projections de ces dernières courbes sur le plan xÔy 
sont définies par l’équation 

(4) rdx“ -h 2sdxdy -f- idy^ — 0. 

Il faut exprimer que l’une des deux familles définies par (4) se réduit à 

xdx — ydy = 0. 

Or nous avons 

r — Qxyf' (.t2 - ^x^yf''(xi ~ y-), 

s = f{x^ — y2) 4- 2 (æ* — y^)/' {x^- — y^) — 4 x^y^f' (.t 2 — y2) , 
t _ Qxyf (^2 — y2) 4- ,4y3.T/" (x'^ — y^), 

ce qui permet d’expliciter l’équation (4) sous la forme 

ùxyf (cij4 _ (iy2) 4- 4 (x^ — y^)f'dxdy 4 - 2fdxdy 
4 - 4/"xy (x2dx2 — 2xydxdy 4 - y^dy^) = 0. 

Cette équation doit contenir en facteur xdx— -ydy, ou, ce qui revient au môme, son 
premier membre doit s’annuler quand on y remplace dx et dy par y et x, d’où la 
condition 

3 - xY' + - y^)r -H/= 0 ; 

en posant x^ — y^ = u, on doit donc avoir l’identité 

/(«) — «/'(«) = (), 

donc f(u) doit être proportionnel à u, ce qui donne les surfaces 


L’équation dilTérentielle de ces surfaces s’écrit 

d p.r(?!pi fl] = o, 

dxdy ^xdx—ydy dz „ 

U + 7 ^ zr ÿî- - y = 0 - 


cherchons les lignes qui les coupent à angle droit. Elles sont définies par le système 

^ --zdz 

1 2x ~ 1 _ 2y ~ 

X x2 — y2 y X* — y2 

X (x2 — y2) dx _ y {x^ — y^) dy _ . 

3x2 — y2 ^ ~ a;2 _ 3y2 — ’ 

on a deux combinaisons intégrables 

. xdx -h ydy 
— zdz == ^ ‘ , 

xdx ydy 

3x2 — y2"“x2 — 3y2’ 
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qui donnent les lignes trajectoires orthogonales 


X- -h /“ = 

— 6xy -f- [Jt*. 


Les surfaces trajectoires orthogonales (^) seront donc définies par l’équation 
générale 


x'^ — 6j^-y2 -1- y = ,p ( j-i -4- y2 


IL Intégrer V équation 
( 1 ) [px-hqy 


■+■ y-)- — , oy 

2axy J ia-x-y- 


On peut tirer de cette équation la valeur de px-\-qy en fonction de x, y, z. Ce n’est 
donc, sous forme camoufiée, qu’une équation linéaire en p etq. Le système des carac- 
téristiques sera ici 


( 2 ) 


dx dy 

X y {x'^ - 




et peut encore s’écrire 

xdx 4 - ydy 


2axy 
ydx 


taxy 
xdy — 0, 
dz 


\l{x'' + y-)- — iaxyz 


2axy x^ H- ±: ^ {x^ ^ y^')^ — iaxyz ’ 
la dernière équation s’écrit encore 

axydz^ — (.r* -h /^) {xdx -h ydy)dz -f- z [xdx 4- ydy^ = 0, 
ou, en tenant compte de ydx — xdy — 0, 


a dxdydz“ — [xdx -f- ydy) dz (dx- -}- dy^) + z {dx^ 4 - dy-)- = 0 ; 
après division pan dj::* -t- dy-^, on a une nouvelle forme de cette équation, 

" dx{zdx — xdz) H- dy(zdy — ydz] = 0, 

avec ydx — xdy = 0, 

Nous rencontrons ici un système de deux équations de Monge (no^^ 244 à 247) 

^(ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0, 

<4 (ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0, 

où cp et (1/ sont homogènes par rapport aux six coordonnées plückériennes 
ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz 

de la tangente à une courbe intégrale de (2). Un tel système nous olîre, dans l’espace 
à trois dimensions, la généralisation de Véqnation de Claikaut. Son intégrale générale 


(U Nous rencontrons ici une application, fréquemment citée, des équations linéaires : 
étant donnée une famille de surfaces dépendant d’un paramètre, trouver les surfaces qui les 
coupent à angle droit. — Si à chaque surface de la famille nous menons la normale en un 
point quelconque, et si nous portons sur cette normale un vecteur unitaire (pour fixer les 
idées), nous définissons un champ de vecteurs. Les surfaces orthogonales à la famille donnée 
seront des surfaces tangentes, en chacun de leurs points, au vecteur du champ. Donc on les 
obtient en intégrant une équation de la forme Pp Qq = R, laquelle admet précisémeat 
pour caractéristiques les lignes trajectoires orthogonales de la famille de surfaces données. 
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est une congruence de droites. En outre, il admet des intégrales singulières : ce sont 
naturellement, sur les deux nappes de la surface focale, les arêtes de rebroussement 
des développables de la congruence. 

11 importait de donner un exemple de cette nature pour montrer ce qui peut se 
produire lorsqu’on renonce à cette hypothèse, faite antérieurement : il passe par 
chaque point une ligne de champ et une seule. A côté des surfaces qui vérifient 
l’équation proposée et qui sont fournies par l’intégrale générale, il existe alors d’autres 
surfaces intégrales, jouant le rôle d'intégrales singulières : elles sont obtenues comme 
surfaces focales de la congruence caractéristique. 

Dans l’exemple actuel, cette congruence se compose des rayons rectilignes rencon- 
trant l’axe 0^ et tangents à la surface d’annulation du discriminant de l’équation (1) 
ordonnée en px-hqy, 

.( S) 4 axyz — (x^ -f- y-)* — 0. 

Cette surface est l’intégrale singulière de l’équation (1); on peut encore l'engendrer 
par des lignes intégrales du système (2), mais ces lignes sont maintenant des 
intégrales singulières de notre système : ce sont évidemment les sections de S par 
les plans menés par O:. 

111. Trouver les surfaces S telles qu'en menant le plan tangent en un point quelconque M 
de l'une, et en prenant sa trace sur le plan xOy, il existe sur cette droite un point T tel 
que le triangle OMT soit semblable à un triangle fixe. 

Le point M étant donné dans l’espace, on peut, si une certaine inégalité est 
vérifiée (M, trouver dans le plan .xOy deux points T' et T", symétriques par rapport 
au plan ;OM, tels que les triangles OMT' et OMÏ" soient semblables au triangle fixe 
de l’énoncé. Optons pour run d'eux, soit OMT'. Alors nos surfaces sont celles dont 
le plan langent en M contient le vecteur MT : à ce titre elles vérifient une équation 
linéaire en p ei q. Les caractéristiques sont les lignes telles qu’en appelant T la trace 
de la tangente sur le plan xOy, le triangle OMÏ soit semblable à un triangle donné. 
Pour la recherche de ces lignes, nous laisserons au lecteur le soin de faire les calculs, 
en le renvoyant, si c'est nécessaire, à notre Initiation aux méthodes vectorielles (■^). 

Dans le problème actuel, la direction (P, Q. R) reste invariante en chaque point 
lorsqu’on fait : 

fo une rotation autour de Oz; 

2° une homothétie de centre O. 

Il y a donc intérêt à prendre des coordonnées sphériques de centre O. L’usage de 
telles considérations s’impose dans les problèmes de ce genre ; ces problèmes sont 
souvent demandés, car outre leur caractère esthétique, ils présentent pour ceux qui 
ont à charge de donner des textes d’examen l’avantage de leur permettre d’accomplir 
leur mission sans grand effort. A ce point de vue, nous ne saurions trop attirer 
Paltention du lecteur sur les considérations que nous avons présentées dans la 
seconde partie du chap. VU du précédent ouvrage (voir notamment les n®» 07 et 98). 

263. Avant de quitter les champs de vecteurs, nous ferons encore quelques 
remarques. Jusqu’ici, dans les problèmes que nous avons examinés, la fonction 
inconnue dépendait de deux variables indépendantes, ou si Ton préfère, on 
cherchait des surfaces remplissant certaines conditions. Dans d’autres pro- 


(D Cette inégalité exprimera que l’inclinaison de OM sur le plan xOy ne dépasse pas (en 
valeur absolue) une certaine limite égale à l’un des angles du triangle donné. Donc M 
devra se trouver à l’extérieur d’un cône de révolution d’axe Oz. 

(*) Boüligand et Rabâté, pages 138, 139, 140, 141, 
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blêmes, il peut arriver qu’on cherche une fonction de trois variables indépen- 
dantes, ou encore, qu’on se propose de trouver un champ scalaire moyennant 
certaines conditions. Nous indiquerons deux exemples dans lesquels cette 
idée peut faciliter l’obtention de la solution. 

I. Soit un champ vectoriel donné (P, Q, R). Trouver une fonction co(.t, y, z) telle qu’on 
ait 


où F désigne une fonction donnée^ et qui prenne en chaque point d’une surface S donnée 
une valeur donnée. 

Remarquons que le premier membre de l’équation (1), où l’on peut toujours 
supposer, quitte à modifier F, que l’on a 

(2) P2-t-Q2-t-R2 = l, 


exprime la dérivée de la fonction w d^ns la direction du champ. 11 est donc naturel 



de considérer les lignes intégrales du système 

(3) 


dx dy 

P “TT' 


dz 

" ir 


Considérons quelques-unes de ces lignes, 
soient L^, 1 3, . . . qui coupent S en des points 

(>1, O2, O3, . . . Nous déterminerons alors la fonc- 
tion CO sur chacune d’elles en notant qu’elle se 
réduit sur celle-ci à une fonction d’une variable, 
par exemple l’abscisse curviligne s comptée à 
partir de S, et que cette fonction satisfait, en 
vertu de (i) et do (2), è l’équation différentielle 
ordinaire 


dco 

ds 


: Flo>, x{s), y{s), z(s)l. 


On prend alors l’intégrale de cette équation, 
qui, pour 5 = 0, se réduit à la valeur donnée sur S, au pied de la ligne L choisie. 

11 est clair que le calcul pourra se simplifier dans des cas particuliers : par 
exemple, si l’on a F = 0, la fonction a> conservera sur chaque ligne L la valeur qu’on 
lui a donnée au pied de cette ligne. 

II. Trouver une fonction co telle qu’on ait 


(1) 




F désignant une fonction donnée. Montrer que les surfaces de niveau <0 = const. sont des 
surfaces parallèles. 

Changeons d’abord de fonction inconnue, en posant 

!= 

J v/F(tü) 

ce qui ne change pas les surfaces de niveau. I/équation (1) sera remplacée par 


Ü = 


/dQV . A 






Considérons la surface de niveau 0 = 0. Je dis que Q représente la distance du 
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point [Xy y y z) k cette surface. En effet, en chaque point d’une surface de niveau 
quelconque le gradient de Ü se confond avec le vecteur unitaire de la normale. 
Prenons maintenant une trajectoire orthogonale quelconque des surfaces de niveau, 
et soit s l’abscisse curviligne d’un point de cette courbe. Nous aurons 

^ dy ^ (h ^ 

ds Dx* ’ ds 3 J ’ ds D2 ’ 

d’où l’on tire facilement, d’après le théorème des fonctions composées. 


on a de même 


d^x _ 
ds* ~ 




ds* ’ 


d*z 
ds* ' 


: 0 , 


ce qui conlirme l'énoncé en prouvant que chaque trajectoire orthogonale est rectiligne. 
Et, puisque le gradient de H est un vecteur unitaire, ü en un point quelconque 
mesure bien la distance de ce point à la surface de niveau origine. 

D’une manière générale, une fonction a vérifiera donc une équation de la forme (1) 
si elle est une fonction de la distance d’un point a*, y, z à une surface fixe. 


264. Recours à la théorie des enveloppes. — Soit une famille de 
surfaces à deux paramètres 


(i) 


V(a?, y y 2 , a, 6) = 0; 


sur l’une d’elles, les coefficients p et q du plan tangent sont définis par les 
équations 


( 2 ) 


’ :>y ^ 02 ' 


:0; 


si entre ces trois équations nous éliminons a et 6, nous obtiendrons une 
équation aux dérivées partielles du premier ordre 


(3) V{Xy y, Zy py q)=z{). 

Analytiquement y cette équation exprime la compatibilité des équations (1) 
et (2) par rapport aux inconnues a et 6. 

Géométriquement y elle définit tous les éléments de contact appartenant aux 
surfaces représentées par l’équation (1). Donc, par tout point d’une surface 
satisfaisant à l’équation (3) passe une surface de la famille (1) qui lui est 
tangente en ce point, et réciproquement toute surface qui est tangente en 
chacun de ses points à une surface de la famille (1) satisfait à l’équation (3). 

On aperçoit facilement des solutions de l’équation (3) : 

1“ les surfaces de la famille (1) ; 

2® les surfaces enveloppes de familles à un paramètre telles que la suivante, 
V[a;, y, z, a, tf.(a)]=0, 

obtenue en posant b — <p(a) dans l’équation (i); 

3® l’enveloppe (lorsqu’elle existe) de la famille des surfaces (1), les deux 
paramètres a et 6 étant regardés comme indépendants. 



ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE 


233 


Le fait que ces diverses enveloppes sont des surfaces intégrales de l’équa- 
tion (3) est immédiat; en effet, nous partons d’enveloppées qui satisfont à celte 
équation. Or, en chaque point de contact de l’enveloppe et d’une enveloppée, 
0?, y, Z, /?, q prennent les mêmes valeurs. 

Réciproquement, tious établirons plus loin que l’on épuise bien^ par le 
procédé qui vient d’être indiqué, toutes les solutions de F = 0. 

Donc, pour intégrer une équation aux dérivées partielles du premier ordre, 
il suffit d’en connaître une famille de solutions à deux paramètres; et comme 
une telle famille détient la propriété de déterminer com/>/èfe/nenn’équation, 
on lui donne le nom à" intégrale complète. Les surfaces enveloppes de familles 
à un paramètre prélevées sur l’intégrale complète constituent Vintégrale 
générale. Enfin, l’enveloppe de toutes les surfaces de l’intégrale complète, les 
deux paramètres demeurant indépendants, est Vintégrale singulière. 

En résumé, on a le tableau suivant : 


intégrale complète 
intégrale générale 


intégrale singulière 


V(æ, y, Z, a, />) = 0; 
V(æ, y, Z, a, 9(a))=:0, 




c'>cp(a) 


?'(«) = 0; 


\{x, y, Z, U, 6)==0, 

?=0, 


56 


= 0. 


(éliminer a) 


(éliminer a et 6) 


265. L’intuition géométrique nous apporte d’autres éléments. On voit 
par le tableau ci-dessus qu’on peut engendrer les surfaces de l’intégrale géné- 
rale par les courbes de la famille à trois paramètres 


V(æ, y, Z, a, 6)r=0, 


il 

?a 



ces équations sont celles que nous avons écrites pour définir l’intégrale géné- 
rale, au remplacement près de <p(a) et 'Y (a) par 6 et c. Notons maintenant 
qu’une de ces courbes peut appartenir à une infinité de surfaces intégrales, mais 
d’après le mode de génération par enveloppement, ces surfaces se raccorderont 
toujours le long de la courbe en question. Autrement dit, les coefficients p 
et q auront les mêmes valeurs pour ces différentes surfaces en chaque point 
de ces courbes : bien entendu, ces valeurs sont données par 


DO? 


1 r 

?Z 




Nous commençons maintenant à mieux nous orienter. Nous voyons par ce 
qui précède qu’il faudra faire intervenir simultanément, dans nos raisonne- 
ments ultérieurs, les cinq nombres x, y, p, q. 
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Cette remarque est d’une interprétation facile : nous cherchons à trouver 
des surfaces satisfaisant à l’équation F = 0 où interviennent simultanément 
les cinq nombres x, y, z, p, q. Cette équation nous apparaît comme un mode 
de définition de ces surfaces qui participe à la fois du point de vue ponctuel, 
par la présence des coordonnées æ, y, z d’un point de la surface, et du point 
de vue tangentiel, par la présence des coefficients p et q. 

Or il ne nous est nullement interdit d’envisager un mode de génération 
surabondant de nos surfaces, par points et plans tangents simultanément 
donnés : cela revient à écrire cinq équations 

(4) x — x(u,v), y = y(it,v), z = z(u, v), p=:p(u,v), q = q(u, v); 

la seule restriction est que ces cinq fonctions des paramétrés u et v devront 
satisfaire à la condition de compatibilité 

(5) dz= pdx -h qdy, 
laquelle équivaut en réalité aux deux relations 


( 6 ) 


Dz ?i/ 


1>V 







Une surface intégrale, au lieu d’être pour nous le lieu d’un point ou l’enve- 
loppe d’un plan, sera une famille à deux paramètres, déterminée par les équa- 
tions (4), d’éléments de contact, soumis aux conditions (6), et satisfaisant en 
outre à l’équation (3). 

Dans le même esprit nous allons introduire, sous le nom de bandes carac- 
téristiques, des multiplicités à une dimension (n® 243) formées d’éléments de 
contact 

x{u), y{u), z(u), p(ii), q(u), 

et ayant pour supports ponctuels les lignes de raccord précédemment men- 
tionnées (^). On aura donc, le long d’une bande caractéristique, 

dz 

du ^du du' 

Dans le cas où l’on possède une intégrale complète, les bandes caracté- 
ristiques seront donc définies par les quatre équations 

t'>V 

(7) ^ (bandes caractéristiques 

^ ' dV dV sous forme finie) 

\- P — = 0, \-q — = 0; ’ 

?x ^ :>z ’ ??/ ^ ^z 

on voit en effet que, sous la seule hypothèse :^0, les équations (7) 

entraînent dz—pdx-hqdy, et par suite définissent bien des multiplicités. 
Elles donnent, par exemple, y, z, p, q en fonction de x (lorsqu’on peut 
prendre x comme paramètre u). 


P) Les plans associés aux didérents points de la ligne de raccord enveloppent une déve- 
loppable, qu’on appelle aussi développable caracléristique. 
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Puisque les bandes caractéristiques dépendent de trois paramètres il est 
naturel de penser qu’on peut les définir, à partir de l’équation 

F(æ, i/,z, /), ^) = 0 

elle-même, par un système d’équations différentielles ordinaires. Nous allons 
voir qu’il en est bien ainsi. 

Soit une surface intégrale quelconque. Considérons l’un de ses éléments de 

contact (M, formé du point M 
et du plan tangent if en ce point. 
Appelons, pour abréger le lan- 
gage, élément de contact intégral 
tout élément de contact dont les 
cinq coordonnées sont liées par 
l’équation F = 0. Notons mainte- 
nant que tous les éléments de 
contact intégraux, formés par 
l’union du point M et d’un plan 
Fig. 35. indéterminé contenant M, enve- 

loppent un cône de sommet M. 
Ce cône Fm s’appelle le cône élémentaire. Corrélativement, les éléments do 
contact intégraux, formés par l’union du plan et d’un point indéterminé de 

ce plan, se répartissent sur une courbe 
de ce plan, appelée courbe élémentaire. 
Si (M, est un élément de contact inté- 
gral, il va de soi que le cône élémen- 
taire Fm est tangent au plan P, et que 
la courbe élémentaire Cç^ passe par le 
point M. 

Étudions les relations entre une inté- 
grale complète, les caractéristiques, les 
cônes Fri et les courbes C Par un point 
M il passe une infinité de surfaces de 
l’intégrale complète, formant une famille 
çp à un paramètre, laquelle admet pour 
M enveloppe une surface intégrale ayant 

Fig. 36. M pour point conique : en effet, les plans 

tangents en M aux surfaces précédentes 
enveloppent le cône Fm, qui est par suite le cône dos tangentes à Ïm- 

(q II importe de noter que si, à l’intégrale complète initiale, on en substitue une nouvelle, 
formée par une famille à deux paramètres prélevée sur l'intégrale générale, le système des 
bandes caractéristiques reste inaltéré. On pourrait le vérifier par un calcul direct, mais 
c*est une conséquence immédiate de la définition des bandes caractéristiques, et cela 
résultera encore a posteriori de l’étude que nous allons faire. 
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Au point de vue de la génération par éléments de contact, on peut 
obtenir en groupant les bandes caractéristiques issues de M sur les diverses 
surfaces de la famille cp (^). Portons notre attention sur les lignes caractéris- 
tiques : chacune d’elles MK nous représente une courbe de contact de Üm et 
d’une surface de la famille cp. Or si nous substituons à la famille cp des 
surfaces Vr=0 passant par M la famille ^ des plans tangents en M, à chaque 
surface cp correspond un plan o bien déterminé; en outre, h l’enveloppe de 
la famille cp se substitue le cône enveloppe Tm de la famille à la courbe MK 
de contact d’une surface V=:0 de la famille cp avec se substitue la géné- 
ratrice MG de contact du plan tangent en M à V = 0 avec le cône Fm. Le 
système des déplacements différentiels qu’on peut effectuer à partir de M 
étant le même sur la surface que sur le cône Fm, on en déduit que MK et 
MG auront en M un élément linéaire commun, autrement dit que la généra- 
trice MG sera la tangente en M à la courbe MK. 

C’est ce fpi’il est facile de confirmer analytiquement. Soient 

cp(j*, y, Z, X)=:0 

les surfaces de la famille 'f ; on a, quel que soit X, en appelant (o’,,, les coor- 

données de M, 

? (^OJ .roi ^ 0 et par suite cp',(.ro, Joi 
Les deux équations 

cp(.r, y, 2, X) = 0 , 9' (or, y, z, X) = 0 , 

représentent la courbe MK. Définissons mainteiicint la famille des plans tangents 

(n) (x — (y — + (z — y„, z», X)== 0 ; 

pour chaque valeur de X, nous obtenons une surface 9 et un plan n. Dérivons 
l’équation (rr) par rapport à X : nous obtenons 

('^') — •'^ 0 ) + {y — .Td) 'p".i + (î — 2») = *>• 

Les équations (üt) et (rr') définissent la génératrice MG du cône F. La vérification 
de la tangence de MG et de MK consiste alors simplement à remarquer que zj et zô' 
sont les plans tangents aux deux surfaces 9 = 0, 9^ = 0, dont l’intersection déter- 
mine MK. 


Enonçons la conclusion essentielle qui se dégage de l’étude précédente : 

La tangente à la courbe d'une bande caractéristique en un point M, ou 
mieuXy pour un élément de contact (M, de cette bande^ est la génératrice 
de contact du plan de cet élément avec le cône Fm correspondant au point M. 


(1) A ce titre, la surface admettant M pour point conique est indépendante du choix 
de telle ou telle intégrale complète. 

(2) Indépendamment des développables, qui, unies avec elles, constituent nos bandes 
caractéristiques. 
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Il est facile d’établir corrélativement le résultat suivant (voir p. 250 la 
justification de cette corrélation) : 

La génératrice d'une développable caractéristique contenue dans le plan 
tangent SP à cette développable est la tangente à la courbe C<^ menée par le 
point M qui s’associe au plan ^ pour donner un élément de contact de la 
bande caractéristique. 

Mais nous ne signalons cet énoncé que pour montrer la dualité qui s’exerce 
dans la question, dualité que Darboüx a parfaitement mise en lumière (^). La 
première proposition, jointe à quelques remarques simples, nous suffira 
pour obtenir rapidement les équations différentielles des multiplicités carac- 
téristiques. 


206. Cherchons celles de ces multiplicités qui se trouvent sur une certaine 
surface intégrale S. Alors, entre tous les éléments (M, d’une telle multipli- 
cité, nous avons nécessairement la relation 

(8) P"(a-, «/, Z, />, 7 ) = 0. 

Considérons la courbe de la multiplicité : quels sont les paramètres direc- 
teurs dx^ dg, dz de la tangente? Il nous faut prendre la génératrice de 

contact MG du cône Fm et du plan 
ff. "Or ce cône est l’enveloppe des 
plans 

( 9 ) Z^z = P{X — x) 

+ 0(Y-y), 

OÙ P et Q sont liés par la relation 

(10) F(æ,y,z,P,0)=0, 



Fig. 37. qui s’exerce entre les pentes de 

tous les éléments de contact inté- 
graux issus de M(æ, //, z). Nous aurons l’enveloppe de la famille (9), dépen- 
dant des paramètres P et Q liés par (10), en associant à cette relation l’équa- 
tion (n^ 206) 


X — æ^ Y — // 
b I» bu 

D’ailleurs les valeurs de P et de Q pour lesquelles nous cherchons la 
génératrice de contact sont les pentes P =/? et Q = 7 du plan tangent à S au 
point M. Nous aurons donc 


( 11 ) 


dx dg 

F' * 

M. P 1 7 


Si la surface intégrale S est déterminée, l’équation différentielle ( 11 ) nous 


(9 Mémoire sur les Solutions singulières des équations aux dérivées partielles du premier ordre. 
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donne toutes les courbes caractéristiques qu’elle contient. Mais ce qui importe^ 
c’est justement d’obtenir, non seulement ces courbes, mais encore les mul- 
tiplicités indépendamment des surfaces supports; pour déterminer de ce 
nouveau point de vue la tangente à une courbe caractéristique, il nous faut 
donc écrire en outre 

(12) dz=ipdx-\- qdy\ 

le système des équations (11) et (12) équivaut alors au suivant, qui fournit 
des valeurs proportionnelles à dx^ dy, dz, 

dx dy dz 

F' F' 

Mais il faut encore exprimer la loi de variation du plan tangent, c’est-à- 
dire de P et de q. Rappelons-nous que le long d’une bande caractéristique, il 
y a raccord d’une infinité de surfaces intégrales. Admettons ici (^) qu’il existe 
sur CCS surfaces des dérivées secondes continues r, s, f et cherchons comment 
elles se calculent pour un élément de contact de notre bande caractéristique ► 
Les éléments de cette bande forment une famille à un paramètre 

«(“), </(«). z(«), q{u), 

vérifiant identiquement l’équation (8). Donc. la dérivée du premier membre 
par rapport à u est aussi identiquement nulle, et nous avons 

(13) Fidæ-f- F'd^ -h F'c/z h- F'd/>4- F' dry = 0. 

Mais cette relation (13) est encore vérifiée si au lieu de se déplacer seulement 
le long de notre bande caractéristique, on se déplace arbitrairement sur la 
surface intégrale S; elle se décompose donc en deux égalités, 


\ b X ~i“/^ls H“ ^Fp sFq, — 0, 

^ ^ ( F;-f-7F:H-sF;-i-/F;^o, 

qu’on obtient en remplaçant dans l’équation (13), dz, dp, dq par pdx~hqdy, 
rdx-hsdy, sdx~hidy respectivement, et égalant séparément à zéro les 
coefficients de dx et dy. 

Ces égalités doivent être satisfaites par r, s, t sur chaque élément de contact 
de S, et aussi en particulier sur chaque élément de contact de la bande. Le 
long de celle-ci, posons, en appelant u le paramètre spécifique d’un élément, 

dx dq dz , 


nous pourrons écrire les équations (14), en y remplaçant Fp par ^ et par ^ , 


(q Cela a’a pas d’importance au point de vue intuitif où nous nous plaçons. 
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et en notant que rdx-\- sdy et sdx tdy. =: dq, sous la forme 

F; + 7F; + ^ = 0; 

ces relations déterminent la variation du plan tangent en donnant ^ ^ • 

Finalement, nous avons donc, sous forme différentielle, le système des 
bandes caractéristiques 

dx dy dz 


(15) 


F 

^ V 


F:~pF;^qF. 


dp dq 


f.;-(-/>f: 


■qFV 


du, 


dont l’importance est fondamentale. Sur ce système apparaît nettement 
l’autonomie des bandes caractéristiques vis-à-vis des surfaces intégrales. 
Autrement dit, le système de multiplicités déterminé sous forme finie par les 
équations (7) est indépendant du choix de l’intégrale complète qui a servi à le 
définir. 

Remarques. — I. D’après le système (15), il semble que les bandes 
caractéristiques dépendent non de trois, mais de quatre constantes arbitraires 
(lorsqu’on supprime =du, il reste en effet quatre équations différentielles). 
Cela tient simplement à la circonstance suivante : nous aurions obtenu par 
le calcul précédent le même système (15) si, au lieu de considérer l'équation 

¥{x, y, Z, p, cy)=:0, 

nous avions pris la suivante, 

(16) F(x, y, z,p, q) = li. 


où h désigne une constante quelconque (car la présence de cette constante ne 
modifie aucune des dérivées F^., ...,F'). On vérifie immédiatement que la 
relation (16) donne justement une intégrale première de (15), car le système (15) 
entraîne bien 

¥ xdx — f“ b ydy — ¥ -dz -f- ¥pdp ¥qdq 0. 


Mais alors h est une des quatre constantes provenant de l’intégration de (15). 
Si nous prenons ù = 0 pour nous conformer à l’hypothèse originelle F = 0, 
il nous restera seulement, dans les équations des bandes caractéristiques, 
trois paramètres. 

II. Il résulte de ce qui précède que l’intégration d’une équation de la forme 
F(x, ;/, Z,/), ( 7 ) = 0 

peut être essayée par deux méthodes différentes. 

1° Méthode de Cauchy : intégration du système différentiel des caractérisa 
tiques. Nous verrons en effet plus loin que l’on peut obtenir toute surface 
intégrale en associant convenablement une famille à un paramètre de carac- 
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téristiques. En particulier, pour résoudre le problème de Cauchy relativement 
à une courbe donnée F (non caractéristique), c’est-à-dire pour trouver une 
surface intégrale passant par F, on associera les bandes caractéristiques qui 
ont en chaque point de F un élément de contact dont le plan contient la 
tangente à F. 

2‘> Méthode de Lagrange : recherche d^une intégrale complète. Nous avons 
en effet indiqué que d’une telle intégrale on pouvait déduire toutes les autres. 
Eu particulier, pour résoudre le problème de Capchy relativement à une courbe 
donnée F (non caractéristique), on associera à chaque point de F une surface 
de l’intégrale complète tangente à F en ce point : on aura ainsi une famille de 
surfaces à un paramètre dont l’enveloppe sera la surface intégrale cherchée. 

Ces deux méthodes ont des liens très intimes. Nous avons vu que la connais- 
sance d’une intégrale complète permettait d’écrire immédiatement l’intégrale 
générale du système (15). Nous allons maintenant chercher de quelle utilité 
peut être, pour la détermination d’une intégrale complète, la connaissance 
d’une intégrale première du système différentiel des caractéristiques. 

2G7. Recherche d’une intégrale complète. — Partons de l’équation 
F (æ, ij, Z, /), q) = 0, 

pour laquelle nous sommes en mesure d’écrire le système (15) des caractéris- 
tiques. Gomment pourrons-nous obtenir une intégrale complète? 

Supposons réalisée une telle famille : chaque surface qui la compose est 
constituée parle groupement de multiplicités caractéristiques. Or un mode de 
groupement très simple est celui qui se présente naturellement lorsqu’on 
connaît une intégrale première 

fp(x, //, Z, P, q)~k 

(autre que F=r h) (^) du système des caractéristiques; le groupement s’établit 
alors de lui-même entre les multiplicités qui correspondent à une même 
valeur de k. 

Nous allons montrer effectivement que si l’on associe les deux équations 
(17) F(æ, ij, z,p, 7 ) = 0, <l*(a:;, y, z, p, q) = k, 

leur système équivaut à une équation aux différentielles totales complètement 
intégrable. La solution 

U (a?, Z, /t) = / 

de Cette équation donne alors une intégrale complète. 

En effet, cherchons la condition d’intégrabilité du système F = 0, ^=zk. 
Ces deux équations définissent p et q en fonctions implicites de æ, z, soient 

P =/?(æ, /y, z), q =^q[x, //, z). 
p) C'est-à-dire telle que le déterminant fonctionnel -“rrT-^ — r ne soit pas nul. 
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Ces fonctions étant connues, il nous reste à intégrer Téquation aux différen- 
tielles totales 

(18) dz—p(x, y, z)dx-^q{x, y, z)dy. 

La condition d’intégrabilité s’obtient en égalant la dérivée par rapport à y 
de la fonction composée p[x, y, z(x, y)] et la dérivée par rapport à x de 
q[x, y, z(æ, ÿ)], ce qui donne 


(19) 


?y ^c^z’ 


or, pour définir les dérivées partielles qui figurent dans (19), nous devons 
adjoindre à cette équation les suivantes, obtenues par dérivation des rela- 
tions (17) en æ, y, z, 


( 20 ) 


P' F' î!£ . F'‘l^ ^0 



-f- H- — 0, 


?x 


( 21 )^ 


des premières équations de chaque groupe, nous tirons — et des secondes 

^ et—, des troisièmes — et'^. En portant ces résultats dans (19), nous 

?y^ dz dz ^ ^ 

obtenons finalement la condition suivante : 


(21) -f- -f- ^>5(/9Fp -h ql\j) — <I>p(Fjc -f-pF.) — ‘l^<?(Fy -h ^F^) — 0, 


de la réalisation de laquelle dépend l’intégrabilité de l’équation (18). Or, par 
hypothèse <P — k est une intégrale première du système (15). On* a donc, en 
vertu des équations (15), 

<I>1 dx -h . . . -h <I> ' dq = 0. 

Mais, en remplaçant dx, . . ., dq par les dénominateurs de (15), on trouve 
que (21) est vérifiée, et c’est précisément là ce qu’il s’agissait d’établir. 


268. Marche à suivre dans les problèmes. 1®' Cas. — Les conditions 
dans lesquelles V équation est proposée font connaître d'emblée une intégrale 
complète 

V(x, Z, a, 6)=:0; 

il est alors superflu d’effectuer d’autres opérations que des dérivations pour 
obtenir, soit l’intégrale générale de F = 0,. soit l’ensemble des bandes caracté- 
ristiques. 

Soient x = x(f), y=.y[t)^ zz=zz{t) 

les équations d’une courbe P. Pour résoudre le problème de Cauchy relative 

Lainâ, Anal.t II. 16 
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ment à cette courbe, il nous faut chercher les surfaces de l’intégrale complète 
qui sont tangentes à F. Les paramètres a et 6 doivent alors être choisis de 
telle sorte que l’équation 

V[a5(/), y{t),z(t), a, 6J = V 4 (f, a, 6) = 0 
ait une racine double en /, c’est-à-dire que les équations 

V.(/, a, 6) = 0, •'^• = 0 

soient compatibles. L’élimination de t entre ces deux équations fait connaître 
la relation à établir entre a et 6 pour avoir une famille à un paramètre de 
surfaces intégrales tangentes à F : il n’y a plus qu’à prendre l’enveloppe de 
cette famille. 

2® Cas. — On donne l’équation F(a?, ty, z, /?, q) = 0 sans qu’a priori on 
aperçoive une intégrale complète. On forme alors le système 

dx dy dz dp dq 

K K-+- pn ’ 

et on cherche une intégrale première (autre que F~C‘®). Soit ^ = k cette 
intégrale. On résout anp et q les équations 

F = 0, ^ = 

et on obtient une équation 

dz = pdx -h qdy 

complètement intégrable : son intégrale générale fournit une intégrale 
complète. A partir de ce moment, on est ramené au premier cas, et toute 
question complémentaire (recherche des bandes caractéristiques, problème de 
Cauchy, etc...) se résout par des calculs de dérivation. 

Considérations d’invariance. — Lorsque l’équation est donnée sans indi- 
cation connexe, la recherche d’une intégrale première du système (15) est plus 
ou moins hasardeuse; on s’efforce de profiter des simplifications présentées 
par l’équation particulière proposée. 

Mais très souvent l’équation provient d’un problème de géométrie, consis- 
tant à déterminer des surfaces connaissant une relation géométrique (01) entre 
un point et le plan tangent en ce point(*). Il va de soi qu’on aura intérêt à 
tirer parti de considérations d’invariance. 

Supposons, pour fixer les idées, que la relation (01) soit telle que si un élé- 
ment de contact (M, ^) la vérifie, il en soit de même : 

1® de tous les éléments de contact homothétiques, dans un rapport quelconque, 
relativement au point O ; 

(q Relations qui peuvent s’exprimer par Tintermédiaire d’éléments bien déterminés lorsque 
les deux précédents, point et plan tangent, sont connus, par exemple par l’intermédiaire 
de la normale. 
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2° de tous les éléments de contact qui se déduisent du premier par une rota- 
tion autour de Oz. 

Dès lors, il suffira de connaître une seule surface intégrale (distincte d’un 
cône de sommet O ou d’une surface de révolution d’axe Oz) pour en déduire, 
par le jeu des deux transformations précédentes, une intégrale complète. 
Posons en effet 

cc = P Sinô coscp, ^ = P sinô sincp, z = pcos6; 
si la surface définie en coordonnées sphériques par 

p = F(e, cp) 

est une intégrale particulière, nous aurons l’intégrale complète 

P = pF(ô, cp — a)(*); 

l’équation aux dérivées partielles proposées, en coordonnées sphériques, se 
réduira donc à la forme très simple 


iir 


Vpc'^o’ 


iîf 

P Dcp 



nous avons à considérer une équation définissant la fonction inconnue log p 
des deux variables 6 etcp; on obtient ses multiplicités caractéristiques par le 
même processus que précédemment. ^Posons pour abréger 


log P = oj. 


= 




:v; 


nous avons l’équation 


qr 


0) = O; 
V?0’ C^cp’ ) 

le système différentiel des caractéristiques sera 
c/Ô ofep Jü) — du 

« VF H- i; iir; — -1^ 

Nous obtenons de suite l’intégrale première 

I L m 


et 


dv=:i). 


n 3= m, 


p.')cp 


à laquelle nous devons adjoindre l’équation = 0, résolue par rapport à w, 
et où V aura été remplacé par m, ce qui donne une équation de la forme 




(U En somme nous profitons des circonstances simplificatrices suivantes ; il existe un 
groupe continu de transformations à deux paramètres laissant invariant le système de tous 
les éléments de contact intégraux, et, de plus, ce groupe est tel qu’en substituant aux coor- 
données cartésiennes x, y, z de nouvelles coordonnées appropriées a> = logp, 6, ç, on puisse 
ramener les équations du groupe à la forme wj = <*> -f-X, <pi = 9 -t- [x, = ô, X et jx désignant 

(au lieu de log p et d(f a) les deux paramètres du groupe. 
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et, en réunissant, 

f{m, ù)cld, 

d’où l’intégrale complète(^) 

P == P e”* ? + 9) e, 

qu’on obtient par une quadrature. 

On pourrait multiplier les exemples du même genre. Le lecteur qui a bien 
suivi les développements consacrés dans V/niiiafion aux équations différen- 
tielles n’aura aucune peine à utiliser ce genre de considérations. 

2(>9. Exercices et exemples divers. — I. Intégrer l'équation 

( 1 ) ^—p^ — qy==f{p,q). 

Si nous formons le système des caractéristiques, nous aurons à calculer notam- 
ment Fl-f-pF'= — p-hp — O; nous aurons donc dp — 0, ce qui donne l’intégrale 
première p — ot. 

On aura donc à intégrer 

(2) dz = adx-\~q(x,y, z)dy, 
q{x, y, 2 ) étant défini implicitement par 

(3) qy -+-/(a, q)^z — (xx. 

Si nous dilTérentions l’équation (3) en tenant compte de (2), il vient 

{y-^f,)dq = 0; 

donc si l'on écarte la solution on obtient où p est une nouvelle 

constante; l’intégrale complète cherchée est alors 

Z — ocx~^y=f(cc, P). 

Autrement dit, toute équation de la forme (1) admet une intégrale complète formée 
d'une famille de plans. L’intégrale singulière est la surface S qu’on obtient pour enve- 
loppe de ces plans quand on laisse indépendants les deux paramètres a et p : elle a 
pour équations 

^■+/. = 0. = 2 + aX + p/;-/(a, P)=0. 

L’intégrale générale se compose des développables circonscrites à E. Enfin une 
bande caractéristique est formée par une droite quelconque A tangente à E et le plan 
tangent à E qui contient A. 

Héciproquement, toute équation qui admet une intégrale complète formée de plans 
est du type (1). Nous trouvons, dans cet ordre d’idées, une nouvelle généralisation 
de l’équation de Clairaut(2). 


(4 Celte intégrale n’est pas celle dont nous nous sommes servis pour prévoir la forme de 
Féquatioii, mais cela nous importe peu. Il nous sera toujours facile, en ayant déduit l’inté- 
grale générale, de revenir à une intégrale complète du type indiqué en premier lieu, en 
appliquant à une surface de l’intégrale générale, dénuée de propriétés d’invariance, l’ensemble 
des transformations de notre groupe. 

(■■^) Nous avons déjà signalé dans un exercice une généralisation d’un autre genre, con- 
ecrnant les systèmes ditTérentiels. 
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H. Intégrer V équation 

(1) /(af*. p) = sf(y, <7). 

Même problème pour les équations 

(2) el (3) f{x, pz) = g{y, qz). 

Le système caractéristique de (1) admet l’intégrale première f{x, p) = a. En portant 
dans (d), on a donc aussi g = cc. La première de ces équations donne p en fonction 
de la seconde donne q en fonction de y, et l’intégration s’achève par deux qua- 
dratures, 

z=/ p[a,x)dx-\-f <7(a, J)dy + p. 

Jü 4/0 

Les équations (2) et (3) se ramènent respectivement à (1) quand on pose z = e^ 00 
z^ — 7z. Par des changements de variables, on pourra ainsi déduire de (1) des types 
variés d’équations faciles h intégrer. 

111. Intégrer les équations aux dérivées partielles possédant le caractère suivant : U 
existe une direction fixe de plans P telle que si la droite joignant les points Mj el Mo est 
parallèle à ces plans, les cônes Fm, el Fm, ne diffèrent que par une translation. 

Nous prendrons le plan a’O.y parallèle aux plans de l’énoncé. Par hypothèse, les 
coefficients de pente p, q d’un élément de contact intégral sont liés par la même rela- 
tion aux points de même z. L’équation aux dérivées partielles sera donc de la forme (^) 

/(-% P, q) = 0 . 

Si l’on connaît une intégrale particulière 2 = cp(.c, y), il est clair que — a, y —(3) 

sera une intégrale complète. Si nous écrivons le système caractéristique, nous trouvons 
la combinaison 

dp dq 

y “ "q ’ 

d’où q — mp (*). 

En portant dans l’équation proposée, on aura p en fonction de z 
p = ’l(z, m), q = m'\>(z, m). 

On devra donc intégrer l’équation 

— dx-^ mdy, 

opération qui s’effectue par une quadrature. Nous trouverons ainsi (circonstance déjà 
rencontrée) une intégrale complète d’un type différent du type prévu. 

Son équation s’écrit en effet 

x-{- my -\-n==tf{z, ni); 

elle représente une famille de cylindres ayant leurs génératrices parallèles au plan xOy. 
Imprimer à l’un de ces cylindres une translation parallèle à ce plan revient à laisser 


(t) Pareillement une équation ne contenant que x, p, 7 ou que y, p, 7 offrirait une particu- 
larité géométrique analogue, à l’échange près des plans de coordonnées. On pourra chercher 
comme exercice ce que devient l’équation /(z, p, 7) =0 lorsqu’on pose z = X, y — Y, x — Z 


?x’ 


(2) L’intégrale première q = mp donne des surfaces dont le plan tangent reste parallèle 
à une droite fixe, donc des surfaces cylindriques. 
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m constant et à faire varier n seulement : on n’a donc pas ainsi une famille de 
surfaces intégrales à deux paramètres. Mais cela n’a aucune importance : ayant trouvé 
l’intégrale générale au moyen des cylindres précédents,, on n’aura aucune difficulté, 
pour le cas où la chose serait demandée, à choisir une intégrale particulière 
z = <p(x, y) telle que la féimille z = f{x — a, y — P) dépende effectivement de deux 
paramètres et fournisse une intégrale complète du type indiqué tout d’abord. 

IV. Trouver une surface dont les normales rencontrent la courbe 

U) X==/(Z), \ = g{Z). 

Les équations de la normale sont 

(2) X-Æ*H-p(Z~2)==0, Y-y + q(Z-2) = 0. 

Écrivons que les équations (1) et (2) ont une solution commune en X, Y, Z, ou 
encore que les équations 

f{Z)-\-pZ — x-\-pZf g {Z) -i- qT, = y qz 

ont une solution commune en Z. Cette élimination nous fournira l’équation cherchée. 
Aucun calcul n'est nécessaire pour l’intégrer, car les sphères centrées sur la courbe {!) 

donnent immédiatement une inté- 
grale complète. Le problème ainsi 
résolu pedt s’énoncer encore : trou- 
ver toutes les congruences de nor- 
males dont une nappe de la surface 
focale se réduit à la courbe (4). 

On établira aisément que les 
courbes caractéristiques sont des 
cercles et les développables carac> 
téristiqucs des cùnes de révolution. 

V. Trouver une surface telle que 
la portion MK de la normale com- 
prise entre le pied M de cette nor- 
male et sa trace K sur le plan æOy 
soit vue de O sous un angle con- 
stant a. 

Supposons connue une surface 
intégrale. Toute autre surface qui 
s’en déduit soit par rotation autour 
de Oz, soit par une homothétie de 

centre O, est encore une intégrale. 

Nous aurons donc intérêt à opérer en coordonnées sphériques, ou tout au moins 
dans un système propre à mettre facilement en évidence le caractère d’invariance que 
nous venons d’indiquer : il est clair qu’il en est ainsi lorsqu’on prend pour coor- 
données la distance OM = p et les deux coordonnées polaires (cp, r) de la projection H 
du point M sur le plan xOy. 

Or nous allons être conduits d’une manière naturelle à adopter ce mode de détermi- 
nation d’un point. Si nous exprimons la condition de l’énoncé en coordonnées carté- 
siennes, nous trouverons l’équation suivante : 

[x (x 4* y (y 4- qz)f = cos^ a {x^ -h y* -4 z*) [{x 4- pz)^ 4- (y 4- qz)^]. 

Conservons provisoirement les deux variables indépendantes æ, y et substituons h 
Z la fonction inconnue 

p2 
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d’où 


L’équation à intégrer s’écrira 

dans le système de coordonnées (cp, r, p) elle devient donc 

OU (r2 - cos'^ a) cos^ a , 

d’où — \/r‘^ — p^cos^a =:db- — cosa. 

^ rDcp 

Nous ne pousserons pas le calcul plus loin, laissant ce soin au lecteur. Nous vou- 
lons seulement attirer son attention sur le point suivant : Téquatioii du problème 
n’est ici qu’une équation linéaire en p et q, ce caractère étant camouflé par urte 
élévation au carré. En efîct, l’équation transformée peut être rendue linéaire (nous 

venons de le montrer) en et Or il est géométriquement évident que ce carac- 
tère (qui exprime que les surfaces intégrales sont tangentes en chaque point au 
vecteur d’un certain champ) ne dépend nullement des coordonnées adoptées ; s’il se 
produit en coordonnées p, r, cp, il se traduira aussi bien en coordonnées cartésiennes, 
sphériques, semi-polaires, ... ou dans tout autre système (i). 

Ainsi apparaît une fois de plus l’utilité des considérations d’invariance. 
Naturellement, la théorie de l’intégration des équations F (a:, y, 2 , p, q) — 0 reste 
applicable aux équations linéaires, c’est-à-dire permet de retrouver les résultats que 
nous avons déjà donnés pour ces équations. Nous reviendrons un peu plus loin sur 
la classe spéciale qu’elles forment dans la famille de toutes les équations du premier 
ordre, classe pour laquelle le cône élémentaire se réduit à une droite. 

VI. Trouver les surfaces telles que l'on ait OxM" = /(ÔP^), en désignant par P la pro- 
jection de V origine sur le plan tangent en M. 

Nous obtenons une équation de la forme 




dp 


■qz. 


a:* -h + 2^ 



{px -h qy -- zy i 

i-\-p'^-h q'^ J’ 


Supposons qu’on connaisse une surface intégrale S. Alors nous connaîtrons de ce 
fait non seulement une intégrale complète, mais même une famille de surfaces inté- 
grales dépendant de trois paramètres, à savoir toutes celles qui se déduisent de la 
première par une rotation arbitraire autour de O. Il nous est évidemment loisible 
d’obtenir une intégrale complète composée de surfaces 2 dont chacune soit de révo- 


(i) A une position du point M correspondent ici une infinité de positions du point K 

réparties sur deux droites O et OA^ du plan a;Oy telles que ^0^, = MO A^ — a. Prenons 
l’une de ces droites, soit par exemple 0A|. Alors, le plan tangent en M devra contenir la 
perpendiculaire en ce point au plan MOA^ : en chaque point de l’espace se trouve donc 
définie une direction et les surfaces cherchées sont les surfaces tangentes en chaque point 
à cette direction. 



248 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


liition autour d’un axe passant par O; à chaque droite OA issue de O nous ferons 
donc correspondre une surface de révolution admettant cette droite comme axe, de 
manière qu’une rotation autour de 0 faisant coïncider les deux axes OA' et OA" fasse 
aussi coïncider les deux surfaces et X" correspondantes. 

Il nous reste à déterminer, dans un plan arbitraire mené par OA, la méridienne 
d’une surface S de manière à satisfaire à la relation 


OM-^=/(OP)^ 


Or en vertu de cette relation, cette méridienne sera une courbe intégrale de l’équa 
, tion dilTérentielle ordinaire 


Y 


X*-f-Y2 


_ x(xr - Y)^ 

"•'L i+Ÿ^ ' 


] 


(OX=-OA), 



dont les courbes intégrales se déduisent de l’une 
d’entre elles par une rotation arbitraire autour de 0 ; 
en coordonnées polaires, cette équation prend la 
forme 


*=/( 




-î- p'^dcù 




d’où 


d(ù = cp(p)dp 


‘ et s’intégre en conséquence par une quadrature. 

Naturellement, on pourra profiter de l’orientation 
arbitraire de OA par rapport à cette courbe pour simplifier les surfaces S : par exemple, 
si la courbe en question admet un axe de symétrie, on pourra confondre OA aveccetaxe. 

Ces indications suffiront au lecteur qui cherchera à résoudre des cas particuliers. 
On prouvera aisément que les courbes caractéristiques sont des méridiennes, et les 
développables caractéristiques les cylindres qui les admettent pour sections droites. 

Vil. Trouver les surfaces telles qu'en désignant par TT' la trace sur le plan xOy du 


plan tangent en M, par H la projection de 



Passons en coordonnées cylindriques 6, 


sur le plan .rOy, la dislance du point R a la 
droite TT' soit une Jonction connue de OH. 

La droite TT' ayant pour équation 

pX -h qY — px •+■ qy — Z, 
l’équation du problème sera 

(1) (px + qy — zf 

= {p^-\-q^)<f{xZ + yZ). 

On peut noter ici les caractères d’inva- 
riance suivants : si S est une surface inté- 
grale, il en est de même de toute surface 
qui s’en déduit par rotation autour de Oz ; 
en vertu de la définition du cône élémen- 
taire (lequel a pour trace un cercle inva- 
riable du plan æOy lorsque M décrit une 
parallèle à Oz), toute surface déduite de S 
par modification des cotes dans un rapport 
constant est encore une nouvelle inté- 
grale. 

’, Z. Notre équation s’écrira 


( 2 ) 
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pour profiter de l’invariance par amplification constante des cotes, nous pourrons 
maintenant poser log z = C ; notre équation deviendra ainsi 


On en tiré 




et on retombe sur une équation d’un type connu (n® 269, II). Quelle que soit la fonc- 
tion cp, l’intégration est donc toujours ramenée à une quadrature. 

On pourra, par exemple, étudier le cas où cp(r“) = Kr-, K désignant un coefficient 
positif constant. 


270. Extension de la notion d’intégrale et application. — Avant 
d’exposer, même' partiellement, une théorie synthétique des équations du 
premier ordre, il est nécessaire de rassembler certains des résultats acquis 
intuitivement et d’en souligner quelques caractères. 

Le plus important de tous ceux-ci est la dualité du problème, c’est-à-dire 
la symétrie parfaite entre le rôle joué par les points d’une part, et le rôle joué 
par les plans tangents correspondants d’autre part, plus généralement entre 
les rôles joués respectivement par deux éléments corrélatifs quelconques. Cette 
dualité s’est introduite dès le début, en raison même du point de vue adopté : 
la condition 

( 1 ) Y{x,ij,z, p,q) — ù 

est une équation propre à toutes les surfaces intégrales dans leur génération 
par éléments de contact; cette condition gouverne donc simultanément les 
coordonnées ponctuelles d’un point courante! les coordonnées tangentielles (^) 
du plan tangent correspondant. Que nous fassions une transformation corré- 
lative (n° 10), à chaque système d’un point M et d’un plan Æ passant par M 
va correspondre un système formé d’un point P, dont les coordonnées ponc- 
tuelles seront tes coordonnées tangentielles de et d’un plan .Ib, dont les 
coordonnées tangentielles seront les coordonnées ponctuelles de M. 

Autrement dit, nous définissons par l’échange des coordonnées ponctuelles 
et des coordonnées tangentielles deux éléments de contact corrélatifs. 

Pour traduire ceci analytiquement, introduisons un système X, Y, Z, T de 
coordonnées homogènes du point (æ, //, z) et appelons U, V, W, H les coeffi- 
cients de l’équation du plan tangent correspondant. La relation (1) équivaut à 
un système de la forme suivante : 

(2) cï>(X, Y, Z, T; U, V, W, H) = 0, 

(3) UX -f- VY -q- WZ HT = 0, 

où $ est homogène par rapport à X, Y, Z, T d’une part et à U, V, W, H 


(i) Les coordonnées tangentielles d’un plan tangent sont proportionnelles à — 1, 

Z — P® — qy. 
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de l’autre. Pour prouver cette équivalence, on remarquera que si l’on fait 

X = æ, Y = ÿ, Z = z, T = l, 

U-p, V = 7, \V = -1, 

il résultera de (3) 

l\=:zz—px — gy] 

en portant ces valeurs dans (2), on obtiendra bien une équation de la forme (i). 
Inversement, si l’on part d’une équation de la forme (i), on peut écrire une 
infinité de systèmes de la forme [(2), (3)], déterminant la même famille d’élé- 
ments de contact que cette équation; l’indétermination de la fonction <I> pro- 
vient seulement du fait qu’on a toute latitude pour la modifier en tenant 
■compte de (3) (^). 

Écrivons le système corrélatif (2), (3) sous la forme 

(2') ^>(11, V, W, H; X, Y, Z, T) = 0, 

(3') XU -h YV -h ZW -f- TH = 0. 

Ce système équivaut à une équation aux dérivées partielles (!'), soit 

(!') t/, ^)=:0, 

qui est la corrélative de (1). Comme nous étudions les. équations du premier 
ordre en général, la théorie doit embrasser en môme, temps que telles ou telles 
équations celles qui en sont les corrélatives. C'est pour cette raison que la 
théorie de l’équation F=:0 doit présenter le caractère dualistique indiqué dès 
le début : en effet, quand nous parlons, par exemple, de la courbe élémentaire, 
relative à un plan SE, pour l’équation F=:0, nous nous occupons tout aussi 
bien du cône élémentaire de sommet P corrélatif, pour l’équation = si 
donc nous avions négligé la notion de courbe élémentaire, en parlant exclusi- 
vement des cônes élémentaires, dans l’ensemble de toutes les équations du 
premier ordre, la lacune ainsi commise se serait trouvée comblée ipso facto, 
mais à notre insu. 

Ces considérations ont une grande importance. Elles nous prouvent qu’à 
chaque proposition de la théorie correspondra une proposition corrélative, 
traduite analytiquement par le même jeu de formules que la première, au 
remplacement près de l’équation 

F(*, y, z,/j, 7) = 0, 

par sa corrélative 

îf{x,y,z,p,q) = Q. 


(1) On peut encore dire qu’il y a une iiidnité de manières d’écrire F sous la forme 
f(x, y, c, P, q, z—px — qy). 

Une fois F ramené à cette forme, on y remplace chacun des arguments par un rapport en 
posant 
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Il n’y a donc pas lieu de donner pour celle-ci une nouvelle démonstration. 
C’est ainsi que nous sommes assurés de l’exactitude du résultat suivant, déjà 
cité : 

Soit (M, un élément de contact d'aune multiplicité caractéristique; la 
génératrice de la développable caractéristique contenue dans le plan ^ coïn- 
cide avec la tangente en M à la courbe élémentaire Cc^ contenue dans ce plan. 

En effet, cette proposition est la corrélative d’une autre, que nous avons 
démontrée explicitement. 

271 . Ces considérations nous amènent à une conception généralisée de la 
notion d'intégrale d’une équation telle que (1). Nous dirons avec Sophus Lie 
que les équations paramétriques 

x=zx{u,v), y—y{u,v), z = z{u, u), p=p{u,v), q = q{u,v) 

définissent une intégrale de (i) si ces fonctions remplissent les conditions 
suivantes : 

1° elles annulent identiquement la fonction F ; 

2° elles représentent une multiplicité à deux dimensions. 

La nature du support ponctuel (n® 243) de cette multiplicité n'importe pas 
et, à ce titre, des points et des lignes pourront jouer le r^le d’intégrales de 
l’équation (1) pourvu qu’on les considère comme supports ponctuels de mul- 
tiplicités à deux dimensions formées d’éléments de contact intégraux. A côté 
des surfaces intégrales ordinaires, ces points et ces lignes sont parfois désignés 
sous le nom à' intégrales au sens de Lie. 

Grâce à la définition de Sophus Lie, ces solutions dégénérescentes seront 
traitées sur le même pied que les autres. 

Ce point de vue présente d’autres avantages, intimement liés aux précé- 
dents. Supposons qu’on passe de l’équation F = 0 à sa corrélative J' = 0, et 
imaginons qu’un certain plan soit une surface intégrale de F — 0. Nous 
pouvons dire maintenant, et cela aura un sens parfaitement clair, que le point 
corrélatif est une solution de fi» =0. Pareillement, si une développable est 
solution de F = 0, la ligne corrélative sera solution de ^ = 0. Le point de vue 
de Lie est donc indispensable pour permettre d’appliquer aux équations F = 0 
une transformation corrélative, ou plus généralement une transformation 
dualistique quelconque, ou plus généralement encore une de ces transforma- 
tions faisant correspondre à un élément de contact æ, y, z, p, q un élément 
analogue X, Y, Z, P, Q (^) de manière que la relation de compatibilité 

dzz^zpdx -\-qdy 

entraîne 

dZ = PdX-f-0dY (2). 

P) Par cinq formules donnant X, Y, Z, P, Q en fonction de x, y, p, q. 

P) Ce sont les transformations de contact. 
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La théorie générale de ces transformations a été esquissée précédemment; 
nous nous bornerons ici à envisager des transformations dualistiques. Les 
plus usitées sont les transformations par polaires réciproques relatives à une 
certaine quadrique directrice Q dont le choix est sans importance, car en 
passant de la quadrique Q^ à la quadrique Q^, on passe d’une transformée 
dualistique de F = 0, à une autre transformée dualistique ^.^ = 0, 

pouvant se déduire de = 0 par une transformation ponctuelle projective. 
Lorsqu’on considère l’équation corrélative d’une équation donnée, on prend 
pour quadrique directrice la sphère imaginaire 

-h -hz^-h t- = 0, 


et c’est le choix le plus indiqué lorsqu’on formule le problème à l’aide du 
système (2), (3). Si on le formule par l’équation (1), on fait jpuer un rôle parti- 
culier à Oz, et on traite æ, y symétriquement. Il est donc indiqué de faire 
jouer aussi à Oz un nMe particulier dans la définition de la quadrique direc- 
trice Q, de supposer par exemple que celle-ci est de révolution autour de Oz. 
Nous prendrons donc avec Legendre, pour Q, le paraboloïde 

2z = æ* -h y-\ 

pour que deux points (æ, ///z) et (X, Y, Z) soient conjugués par rapporta Q, 
il faut et il suffit que l’on ait 

Z -h Z = xX -h /y Y ; 

si (x, y, z) demeure fixe, cette équation définit le plan polaire de ce point, 
dont les coefficients de pente seront donc 


P = x, Q~y\ 

nous aurons par réciprocité, en considérant le pôle du plan précédent, 

;. = X, 7 = Y, 

et finalement, nous sommes conduits à la Irans formation de Legendre 
X=:/>, Y = 7 , 7.:=zpx-\-qy — z, P=:x, Q — f/; 

la transformation considérée est une transformation de contact : par suite la 
relation 

dz = pdx -h qdy 


doit entraîner 

c/Z=iPe/X-|-0f/Y. 


C’est ce que le lecteur vérifiera aisément . par le calcul. 


272. Nous allons maintenant montrer, sur quelques exemples, le parti 
qu’on peut tirer de la transformation de Legendre. 

Considérons une relation de la forme 

(i) F(X, Y,Z) = 0; 
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c’est une équation aux dérivées partielles (au sens de Sophus Lie), mais elle ne 
contient pas P et Q. Son intégration est immédiate : chaque point Xq, Y^, Zq 
tel que Fq — 0 est une intégrale; il existe une famille à deux paramètres de 
telles intégrales; autrement dit, notre équation admet une intégrale complète 
formée de points; tous sont répartis sur la surface F t=:0. Établissons une rela- 
tion entre les djçjix paramètres dont dépend la' situation d’un de ces points sur 
F = 0; alors nous aurons une courbe tracée sur cette surface. En résumé, 
l’intégrale' générale au sens de Lie sera le système de toute les courbes tracées 
sur F = 0, tandis que F = 0 va jouer ici elle-même le rôle de solution singu- 
lière (au sens de Lie). 

Si maintenant nous appliquons à F = 0 la transformation de Legendre, 
nous tombons sur une équation de Clairaut généralisée, déjà rencontrée en 
exercice, 

F {p, q, px + qi] — z) = 0, 

dont les propriétés correspondent diialistiquement à celles de (1) ; nous avons 
maintenant une intégrale complète formée de plans, enveloppant une certaine 
surface, une intégrale générale englobant toutes les développables circon- 
scrites à cette surface, tandis que cette dernière est la solution singulière. 

Après avoir considéré les équations aux dérivées partielles qui admettent 
une intégrale complète formée de points, il est naturel d’envisager celles qui 
possèdent une intégrale complète formée de lignes. Soit donc une congruence 
de lignes. Alors, toute surface engendrée par les lignes de la congruence appar- 
tient évidemment à l’intégrale générale. Dès lors, nous reconnaissons aisément 
que l’équation dont il s’agit est une équation linéaire en p et q. Ces équations, 
dont la théorie des champs de vecteurs nous a amenés naturellement à faire 
l’étude autonome, ne se distinguent au fond par rien d’essentiel des équations 
les plus générales. Leur propriété distinctive, dans l’ensemble de toutes les 
équations du premier ordre, peut s’énoncer indifféremment sous Tune des deux 
formes suivantes : 

1° forme locale : le<cône élémentaire est partout réduit à une droite; 

2® forme intégrale : il existe une intégrale complète formée de lignes. 

Les lignes caractéristiques ne dépendent plus ici que de deux paramètres, au 
îi^u de trois, mais les multiplicités caractéristiques dépendent bien toujours de 
trois paramètres. Il est intéressant d’approfondir ce point. Écrivons l’équation 

^) = P/?-}-07— -R^O; 

formons le système caractéristique. On peut l’écrire 

dx dz dp 

P “ 6 R qQi - r;) 

dq 

pï‘',j + qQy--\\y-^rq{pV‘.-hqQ': — Ky 

Les trois premiers rapports égaux peuvent être envisagés isolément, car P, 
Q, R ne renferment que x, y, z. Autrement dit, dans le cas où l’équation est 
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linéaire en p et q, on. peut définir les lignes caractéristiques indépendamment 
des développables de même nom. Supposons, pour fixer les idées, qu’on ait 
pris Z comme paramètre le long d’une de ces lignes. Cherchons à réaliser une 
bande caractéristique à partir de cette ligne comme support : il nous faut 
alors considérer les deux relations complémentaires qui définissent dp et dq\ 
à la faveur de l’équation donnée, nous pouvons d’ailleurs enjconsidérer une 
seule. Le problème va donc consister k exprimer p et g en fonction de z (en 
môme temps que x, y) au moyen des trois équations écrites dans la première 
ligne et de l’équation Pp-i-Q^ = R elle-même. Attachons-nous au calcul de 
/>, et supposons x et y déjà exprimés en fonction de z. Alors, Téquation 


dz 




•7q:--r;) 


dont le second membre est, après élimination de q, x, y, une fonction du 
second degré de p a coefficients dépendant de 2 , appartient au type de Riccati, 
Il s'ensuit immédiatement cette propriété : 

Étant données quatre multiplicités caractéristiques ayant pour support 
une même ligne caraciérisiique^ le rapport anliarmoniqiie des quatre plàns^^ 
tangents le long de cette ligne est constant. 

Somme toute, les multiplicités caractéristiques passant par une même 
courbe caractéristique constituent une famille à un paramètre. Donc, dans 
1 ensemble, elles dépendent bien, comme dans le cas général, de trois para- 
mètres en tout. La proposition que nous venons d’obtenir pouvait d'ailleurs se 
prévoir à partir de la théorie des congruences. Soient 

f[x, y, z)=:a, g[x, y, z) = p 

les équations qui définissent la congruence des lignes caractéristiques. Toute 
surface intégrale a une équation de la forme 

Un plan tangent en un point de la courbe («, p) à l’une de ces surfaces est 
défini par l’équation 

cp;[/-:.(X - X) + /l(Y -y) -f- /-^Z - z)] 

+ %[9'À^ g'AZ - z)] = 0 . 

En chaque point de la courbe, les plans tangents aux diverses surfaces inté- 
grales qui la contiennent forment donc un faisceau, le rapport cp' : . ç). (qui 
varie d’une surface à l’autre en général) caractérisant complètement le plan 
tangent. D ailleurs quand on se déplace le long de la courbe (a, p), ce rapport 
est invariable pour une surface donnée. Prenons maintenant quatre surfaces 
passant par la courbe (a, p), definies par quatre relations ^ distinctes : il est 
clair que le rapport anharmonique des quatre plans tangents sera constant et 
égal à celui des quatre rapports cp' : cp^ évalués pour les a, p qui déterminent 
cette courbe. C’est ce qu’il s’agissait d’établir. 
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La classe corrélative de la classe constituée par les équations linéaires sera 
évidemment celle des équations qui se distinguent par Tune des deux pro- 
priétés suivantes (indifféremment) : 

i® la courbe élémentaire relative à chaque plan est une droite ; 

2® il existe une intégrale complète formée de surfaces développables. 

Ces équations sont encore celles qu’on déduit d’une équation linéaire 

A(X, Y, Z)P + B(X, Y, Z)Q = G(X, Y, Z) 

par la transformation de Legendre. Elles peuvent donc s’écrire 

A(jD, q,px-\-qy — z)x-+- B(/), q, px + qy — z)ij — C (p, q, px -h qy — z). 

Notamment toute équation de la forme 

f(x, y, = 

où /‘est un polynôme du premier degré en cc, y, z (à coefficients fonctions de 
P et de q) appartient à ce type (^). Ce genre de considérations prête matière à 
de fréquents exercices. Nous en donnerons un exemple. 

Trouver les surfaces S telles qu'en appelant P l' intersection du plan tangent en M 
avec Ozy et 9 l'angle de ce plan avec le plan xOy, on ait la relation 

cote de M — cote de V = a tg-tp, 

a désignant une longueur fixe. Montrer qu'il existe une intégrale complète formée de 
cylindres. 

!:yarfaces intégrales dont l'équation peut s'écrire z =f(x) -\-g(y) ou z = F(p) -f- (î (w), 
en appelant p et <j> les coordonnées polaires d’un point du plan .rO.y, relativement au 
pôle 0 et à l'axe polaire 0.x. 

Surfaces développables répondant à la question. 

Exprimer les coordonnées d'un point d'une surface intégrale, non développable, en 
fonction des coefficients de pente p, q du plan tangent. 

{Rennes, épreuve théorique.) 

l.a cote de M est égale à r, celle de P à c — px — qy, d’où 
cote de M — cote de P = px -4- qy. 

D’ailleurs, cp étant l’angle de la normale avec Oz, on a 
1 I 

COS’^cp = -, — ^ rr-; 5 = i — r ï é’où tg“tp = p2 -4- 

Les surfaces cherchées sont donc solutions de l’équation 
(E) px-4-qj = a(p2-4-g2). 

Les multiplicités caractéristiques sont définies par le système différentiel 

dx dy dz dp dq ^ 

x—hap y—2aq px-f-qy. — 2ct(p2-4-q^) p q' 


(1) Car on peut mettre / sous forme d’un polynôme du premier degré en x, y et 
px-hqy — z à coefficients fonctions de p et de q. 
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on aperçoit immédiatement les trois intégrales premières, 

3 = G‘®, px — = 0“', qy — aq^ = G*'’. 

On en déduit facilement sous forme finie les équations des multiplicités caractéris- 
tiques; a, P et Y désignant trois constantes arbitraires, ces équations pourront 
s’écrire 

5c = aizsinaH ? — , y = auc6soL ^ 

usina’ U cos a’ 2 

p = usina, q = U COSOL. 

Les équations de la première ligne, où u est un paramètre variable, représentent 
le complexe des courbes caractéristiques; ce sont des cubiques gauches. 

Les équations de la seconde ligne montrent que sur toutes les multiplicités carac- 
téristiques correspondant à une même valeur de a, le plan tangent reste constamment 
parallèle à la droite de cosinus directeurs (cosa, — sina, 0). Les surfaces intégrales 
engendrées par ces caractéristiques seront donc des cylindres ayant leurs génératrices 
parallèles au plan des xy. Pour les obtenir, observons que des équations 


on tire 
l’équation 
s’écrit alors 
d’où 


= «(p'^-l-q^), P = usina, q = ucosa, 
X sin a -h y cos a = ou ; 
dz — pdx — qdy — 0 

dz — u(sina da? cosa dy) z= dz — audn = 0, 

(x sina-hy cosa)2 
^ 2u 


On a ainsi une intégrale complète formée de cylindres. 

Pour intégrer l’équation (E), on aurait pu aussi, remarquant que cette équation est 
d’un type connu (n® 269, II), poser 

px — ap^ = P, qy — aq^- = — ^; 
on aurait aloi#obtenu une intégrale complète 

^=f{x)-^g{y), 

formée de surfaces dé translation (n" 217). 

Enfin, en passant aux coordonnées cylindriques, on met l’équation (E) sous la 
forme 

c’est encore une équation du même type, et par suite il existe une intégrale complète 
de la fonne 

z = F(p),-l-G(a*); 

on verra sans, peine que ces surfaces sont des hélicoides d’axe Oz. 

Pour résoudre rapidement les deux dernières questions, remarquons que l’équa- 
tion (E) se ramène, par la transformation de Legendre, à l’équation linéaire 

(El) PXH-QV=:a(X2-+-Y2). 

Aux surfaces développables intégrales de l’équation (E) correspondent des courbes. 
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intégrales de l’équation (Ej) au sens de Lie, c’est-à-dire les courbes caractéristiques, 
dont les équations en termes flnis s’écrivent 

^ = tga, Z-|(X» + ’ï>) + Y = 0, 

a et Y désignant deux constantes arbitraires. Chacune de ces courbes sert de support 
ponctuel à une multiplicité intégrale : posons 


(1) X= usina, Y = ucosa, Z = |u2 — y; 

les coefficients P et Q devront satisfaire à l’équation unique 

dZ — - PrfX — QdY = 0 ou au — P sina — Q cosa = 0; 

on pourra donc poser, en désignant par v un nouveau paramètre, 


( 2 ) 


P = au sina -f- 


Q = au cosa — - 


et les équations (l) et (2) définissent les multiplicités intégrales de (EJ ayant pour 
supports ponctuels des courbes. En leur appliquant la transformation de Legendre, 

a; = P, y = Q, 2 = PX -f- QY — Z, p = X, q==iY, 
on aura donc les surfaces développables intégrales de (E); on a ainsi 


a: = au sin a -4- —4^ — , y — au cos et 

usina U cos 


z=:iua^_Y, 


d’où 


{x sin g -h y cos g)' 

2a 


-+-Ï. 


On retrouve les cylindres précédemment obtenus. En dehors de cette famille de 
cylindres, l’équation (E) n admet donc pas d’intégrale qui soit une surface dévelop- 
pable. 

Les surfaces intégrales de l’équation (E^) sont définies par l’équation 
Z = |(X» + Y^) +/(!); 

les multiplicités intégrales correspondantes sont donc représentées par des équations 
de la forme 


X = „, Y = ., Z = + P = a« + |/'(2), Q = au-i/'(H); 

si on leur applique la transformation de Legendre, on obtiendra les multiplicités 
intégrales de l’équation (E) ayant pour supports ponctuels des surfaces non dévelop- 
pables; on a ainsi 


: = aa-f-ir(2), 



P = U, ^ q r= U. 


En remplaçant u et u par p et q dans les équations de la première ligne, on a les 
formules demandées. 


273. Théories dualistiques en relations avec la théorie 
actuelle. — Nous avons insisté sur le caractère dualistique de la théorie des 
Lainé, Anal. y II. 17 
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équations aux dérivées parallèles du premier ordre. Il est donc naturel d'exa- 
miner les rapports qui existent entre cette théorie et quelques autres de la 
géométrie infinitésimale, possédant aussi le caractère dualistique. 

Nous pensons ici d’une part à la théorie des systèmes conjugués et des 
lignes asymptotiques^ d’autre part à la théorie des complexes de droites. 

Lorsqu’on définit sur une surface deux familles de courbes formant un réseau 
conjugué, un rôle essentiel est dévolu aux éléments de contact et aux multi- 
plicités qu’ils engendrent le long des courbes du réseau. 

Sur chaque élément de contact de la surface se croisent deux de bes multi^ 
plicités, telles que la tangente à la courbe de l’une soit la génératrice de la 
développable de l’autre. Cette propriété est invariante projectivement et 
dualistiquement. De même, dans la théorie des asymptotiques, qui est un 
cas limite de la précédente (celui où les deux directions conjuguées se con- 
fondent), il y a intérêt à considérer les éléments dè contact qui décrivent des. 
multiplicités asymptotiques. Une multiplicité asymptotique peut d’ailleurs 
se définir indépendamment de telle ou telle surface qui la contient : on l’obtient 
en associant à chaque point d’une courbe le plan osculateur correspondant. 

Pareillement, la théorie des systèmes de droites, développée au point de 
vue des relations de contact, est essentiellement projective et dualistique : en 
effet l’homographie et la dualité font correspondre à une droite une autre droite 
et conservent les relations de contact. 

274. Après ces généralités, abordons quelques applications concrètes qui 
nous révéleront mieux les liens entre ces divers ordres d’idées. 

Soit (M, un élément de contact d’une surface intégrale de l’équation 

(1) F(æ, y, z,/>, ç)==0; 

la tangente en M à la courbe caractéristique et la génératrice de contact du 
plan ^ et de la développable caractéristique ont des directions conjuguées sur 
la surface. On demande fréquemment, après avoir obtenu les surfaces inté- 
grales, de déterminer sur chacune d’elles les conjuguées des courbes carac- 
téristiques. Gela revient donc à chercher les lignes qui se dirigent en chaque 
point suivant la génératrice de contact du^plan tangent en ce point avec la 
développable caractéristique, droite qui coïncide avec la tangente à la courbe 
élémentaire de ce plan. 

Voici un cas où le théorème de Koenigs (n° 218) fournit ces lignes sans- 
intégration. Supposons que l’équation (1) soit de la forme 

(2) •!f(px-\-qij,z, p,q) = Q. 

Alors dans ce cas (et dans ce cas seulement) le système des caractéristiques 
admet l’intégrale première q=zmp. On en conclut que les développables 
caractéristiques sont des cylindres ayant leurs génératrices parallèles au plan 
asOÿ, ou, projectivement parlant, des cônes ayant leurs sommets sur la droite 
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de rinfini du plan ce Oy; les courbes caractéristiques d'une surface intégrale 
donnée sont donc les lignes de contact des cônes circonscrits à la surface 
ayant leurs sommets sur cette droite. Donc, d’après le théorème de Koenigs, 
les courbes conjuguées sont les sections planes des surfaces intégrales menées 
par cette droite, c’est-à-dire ici les courbes de niveau z:=zh. Il est clair que 
cette remarque s'étend {miitatis mutandis) aux équations qui se déduisent 
de (1) par une transformation homographique ou dualistique. 

Nous indiquerons plus loin à quelle condition les bandes caractéristiques 
sont, sur toute surface intégrale, des multiplicités asymptotiques. Mais, pour 
y parvenir commodément, nous aurons recours à la théorie des complexes de 
droites. 

Soit donné un complexe de droites par une équation homogène 
H (a, 6, c; /, /n, n)=:0 

entre les six coordonnées de Plücker de cette droite (n° 245). Nous avons donc 
une famille de droites (ou génératrices) dépendant de trois paramètres ; toutes 
celles qui passent par un point (æ^, engendrent un cône, appelé cône 

du complexe. l\ a pour équation 

H (x — «O, ÿ — I/o, Z — Zo, ÿZo — Zÿo, za;„ — xz,, xj/„ — ijx^) = 0. 

De même, toutes les droites du complexe situées dans un plan enveloppent 
la courbe du complexe relative à ce plan. Ceci suggère un rapprochement 
avec les équations du premier ordre, où nous avons rencontré le cône élémen- 
taire et la courbe élémentaire. Nous allons approfondir ce point, en montrant 
qu’à chaque complexe de droites est' attachée une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre. Seulement cette équation est particularisée, de 
sorte que la réciproque n’est pas vraie. 

Il faut montrer qu’un complexe détermine une équation du premier ordre; 
pour cela, il suffît d’apprendre à distinguer les éléments de contact intégraux. 
Nous aurons recours au théorème suivant : 

Soit Go une génératrice fixe du complexe^ appartenant à une famille jGr^ 
qui dépend de V unique paramètre X; parmi toutes ces familles, considérons 
celles qui sont formées par des droites Gx admettant une enveloppe; suivant 
le choix opéré parmi ces dernières, nous aurons tel ou tel point de contact 
M sur Go; si l'on fixe le point M, le plan osculateiir en ce point (c’est-à-dire 
le plan tangent à la développable tout le Long de Gq) est bien déterminé, et sa 
loi de dépendance vis-à-vis du point M sur Go est homographique. 

Ce théorème est une conséquence immédiate du n® 247 ; il suffit de remarquer 
que l’arête de rebroussement de la développable considérée est une courbe du 
complexe. 

En résumé, à chaque génératrice d’un complexe de droites (sauf peut-être 
pour des génératrices formant au plus une congruence exceptionnelle) il y a 
lieu d’attacher une homographie entre un point décrivant cette génératrice et 
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un plan tournant autour d’elle, homographie à laquelle un rôle essentiel est 
dévolu dans tous les problèmes de relations de contact engageant le complexe. 
Mais alors nous associons ainsi à chaque génératrice une famille à un para- 
mètre d’éléments de contact, et comme les génératrices dépendent de trois para- 
mètres, nous aurons bien finalement construit, par la considération du com- 
plexe, suivant un mode permanent, une famille d’éléments de contact à quatre 
paramètres, c’est-à-dire dont les cinq coordonnées sont liées par une relation 

(1) V(x, y, Z, P, q) — 0. 

Revenons sur l’homographie précédente; elle régira notamment : 

1® la correspondance entre un point M arbitrairement choisi sur Gq comme 
sommet d’un cône du complexe et la direction du plan tangent le long de 
à ce cône ; 

2® la correspondance entre un plan ^ arbitrairement mené par G^,, et le 
point de contact de G^ avec la courbe du complexe relative à ce plan. 

De là on déduit immédiatement les résultats suivants : 

1® Le cône élémentaire relatif à réquation (1) et ayant pour sommet un 
point M quelconque est le cône du complexe en M. 

2® La courbe élémentaire relative à Véquation (i) et située dans un plan ^ 
quelconque est la courbe du complexe pour ce plan» 

27^. Nous allons maintenant montrer en quoi se particularisent les 
équations déduites, telles que (1), de la considération d’un complexe de 
droites. Soit une multiplicité caractéristique : la courbe de cette multiplicité 
a pour tangentes une famille à un paramètre X de génératrices G\. En un 
point M de cette courbe, le plan ^ qui s’associe à M pour donner un élément 
de contact est le plan osculateur à notre courbe. Il s’ensuit que la multiplicité 
caractéristique considérée est une multiplicité asymptotique. En résumé : 

Toute équation du premier ordre attachée à un complexe de droites 
possède cette particularité : sur chaque élément de contact intégral (M, ^), 
la génératrice du cône élémentaire de sommet tangent à cet élément, et 
la tangente en M à la courbe élémentaire relative à se confondent suivant 
une génératrice du complexe; il s'ensuit que les multiplicités caractéris- 
tiques sont en même temps asymptotiques. 

La réciproque de cette proposition est vraie; pour l’établir, observons 
d’abord que si l’équation aux dérivées partielles considérée appartient au type 
le plus général, il n’y a aucune relation entre les quatre paramètres qui déter- 
minent une génératrice rectiligne d’un cône élémentaire. On n’a pas toujours 
pour autant le droit d’en conclure que toute droite de l’espace est génératrice 
d’un cône élémentaire, car l’équatiôn F = 0 peut soumettre ces génératrices à 
des condilions d'inégalité (^) ; mais du moins peut-on dire ceci : prenous un 


(q Pour avoir ua exemple d’une telle condilion d’inégalité, il suffit d’imaginer une 
équation aux dérivées partielles admettant pour intégrale complète une famille à deux 
paramètres formée de sphères de rayon constant R, h chacune desquelles une sphère fixe 
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point M, une génératrice particulière G du cône Tin, enfin une droite G' suffi- 
samment voisine de G. On pourra toujours trouver sur G' un point M' tel 
que le cône Fm' admette G' pour génératrice. 

Dans le cas spécial auquel se rapporte le théorème précédent, les génératrices 
des cônes élémentaires ne dépendent plus que de trois paramètres. Si nous 
résolvons l’équation (1) par rapport à z, de manière à lui donner la forme 

(2) z = ’f(x, g, P, q), 

l’ensemble des génératrices des cônes Fm, c’est-à-dire le système des droites 
X — X _ Y-~/y _ Z -~ 9 (æ, y. p, g) ^ 

doit donc former un complexe. Autrement dit, le jacobien des quatre fonctions 

ce — . - Îlî— ^ 

y,cp;-4-7cp;’ 

(lesquelles dépendent des quatre variables ce, /), q) est nul. Par suite, le 
théorème direct exprime que, si ce jacobien est nul, on peut déduire du sys- 
tème caractéristique (^) de (2) l’équation 

dxdp -I- dydq = 0, 

c’est-à-dire que cp satisfait à l’équation aux dérivées partielles 

(3) l, ({.'{«fx — p)-+-®U®ÿ — 9)=0. 

Le lecteur pourra calculer, à titre d’exercice, ce jacobien et montrer qu’il 
contient en facteur le premier membre de (3). De sorte que, réciproquement, 
si les caractéristiques sont asymptotiques [propriété qui implique la rela- 
tion (3)], le jacobien précédent eSt nul et l’équation proposée provient bien 
d’un complexe de droites, comme nous voulions l’établir. 

276. Remarque. — Au moyen des deux propriétés fondamentales : 

a) coïncidence de la tangente à la courbe caractéristique avec la génératrice de 
contact du cône Fm et du plan 

b) coïncidence de la génératrice de contact de la développable caractéristique avec 
la tangente en M à la courbe élémentaire 

on peut retrouver d’une manière autonome(®) les équations différentielles des bandes 
caractéristiques, sous réserve d'examiner séparément le cas, étudié à l'instant, où les 
deux directions conjuguées précédentes se confondent. 


de rayon r<R soit tangente intérieurement. Il est clair, dans ces conditions, que toutes 
les droites de l’espace ne sont pas génératrices de cônes élémentaires : les sécantes à la 
sphère fixe sont notamment exclues. 

(1) Ce système est ici 

dx dy _ — dp — dq 

Vp Vq 9x—P 9y — ^ 

(2) C’est-à-dire sans partir des surfaces intégrales. 
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Soit en effet l’équation de type général 
W y, Z, p,q) = 0. 

Le cône élémentaire de sommet M( 2 C, y, z) est l’enveloppe des plans 
Z-3 = P(X-a:H-Q(Y--y), 
avec F(x, y, z, P, Q) = 0. 

Il est donc le lieu des droites 

(2) X — 3[; _ Y —y Z -- z 

K K ""pFp-i-qFi’ 

avec 


W F(a;,y, z, P, Q) = 0. 

D’autre part, la courbe élémentaire du plan (^) est déterminée par les deux équations 

(^) Z ~ 2 ==P {X - X) -f- 9 (Y - y), 

F(X, Y, Z, P, q) = 0. 

Gela posé, considérons l’élément de contact (xM, ^). Les paramètres directeurs de la 
tangente à la courbe de la multiplicité caractéristique issue de cet élément seront 

F/! (a?, y, Z, P, q), F' (x, y, z, p, q) et pF', -f- qF', 

car, au lieu de prendre un plan quelconque (P, Q) tangent au cône Ï^m, nous prenons 
le plan (p, q). 

D’autre part, la génératrice de contact de avec la développable caractéristique est 
définie par l'équation (^) et par 

dp (X — æ) H- dq (Y — y) = 0 (projection sur xOy) 

(après suppression de dz — pdx — qdy, qui s’annule le long de la bande). Or la tan- 
gente en M à la courbe élémentaire du plan ($) est définie par les équations 

t F;(X-ar)-+-F;(Y-y)-4-F:(Z-z)=i=0, 

} Z — z = p(X~-x)-|-q(Y— y); 


en projection sur le plan a:Oy, cette droite aura donc pour équation 

(f; + pF:) (X - X) 4- (f; + qF:) ( Y - y) = 0. 

Écrivons que cette droite projetée coïncide avec .celle qui est définie par l’équa- 
tion Nous obtenons 


w (posons = <i.). 

Finalement, nous obtenons donc quatre équations, à savoir : 

1® l’équation (1) commune à tous les éléments de contact intégraux; 
2° les équations 


( 5 ) 


dx dy dz 

Fl~Fj^~'pFp-hqF'^ 


(posons — du), 


qui traduisent la condition a); 

3® l’équation (4) qui traduit la condition b). 

Ces équations définissent d’une manière tout à fait générale les bandes caractéris- 
tiques, dont l’ensemble dépend de trois paramètres. 

La restriction que nous avons indiquée intervient lorsqu’on veut mettre ce système 
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BOUS la forme classique. Pour cela, il faut différentier l’équation F 0, et remplacer 
dans dF, les trois quantités dx, dy^ dz par leurs expressions en fonction de la valeur 
commune du des rapports- (5), les deux quantités dp et dq par leurs expressions en 
fonction de la valeur commune dv des rapports (4). Il vient alors 

[f:f; + f;f; + f; (pf; + «f;)] (du + dv )= o -, 
on a donc du = — du, pourvu que l’on ait 

(F;-i-pF:)F;-4-(F;-+-qF;)F;^o, 
ou dpdx -H dqdy ^0, 

c’est-à-dire pourvu que les caractéristiques ne soient pas en même temps asympto- 
tiques. La même relation du -h du — 0 reste valable encore dans ce cas, maison ne 
peut plus l’établir de cette façon. 


U77. Éléments d’une théorie déductive des équations du pre- 
mier ordre. — Le lecteur voit clairement comment nous avons procédé : 
nous avons demandé à Tintuition de nous révéler un certain nombre de résul- 
tats fondamentaux de la théorie que nous étudions. Ces résultats ont donc été 
admis, mais non démontrés rigoureusement. Toutefois nous avons déjà appris 
à les assembler, à les appliquer à des questions concrètes, et à en distinguer 
les caractères saillants. Aprqs cette étude préliminaire, nous sommes mainte- 
nant mieux armés pour la recherche d'une théorie rigoureuse. Il eût été vain 
et fastidieux de vouloir donner dès le début un exposé satisfaisant. Au 
contraire, il est maintenant intéressant de justifier les points qui, a posteriori, 
nous apparaissent comme les plus essentiels. 

Dans ce qui précède, nous avons utilisé surtout la notion d’intégrale com- 
plète. Il y a donc lieu de reprendre d’abord, avec Lagrange, l’étude des équa- 
tions dont on connaît une intégrale complète. 


Équations obtenues par. élimination. — Nous allons faire connaître > le 
raisonnement par lequel Lagrange a justifié la loi d’obtention des intégrales, 
telle que nous l’avons énoncée tout au début. Nous donnerons ensuite des 
indications sur les compléments qu’il nécessite, lorsqu’on veut développer 
une théorie rigoureuse. 

Soit la famille de surfaces à deux paramètres 

(1) V(x, (/, Z, a, 6) = 0. 

Si nous éliminons a et b entre l’équation (1) et les deux suivantes 


(2) 


dV , ?V . 


dx 


?y 




nous obtenons une équation aux dérivées partielles du premier ordre 
(4) y, Z, P, q)==0. 

Lagrange remarque l’équivalence des deux problèmes suivants : 
(P) Trouver une fonction z(x, y) solution de l’équation (4); 
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(P') Trouver trois fonctions z(æ, f^), a{x, y), h{x, y) vérifiant le système des 
équations (1), (2), (3). 

En effet, soit z{x, y) une solution de (4); en portant dans F sa valeur et 
celles de ses dérivées,. nous obtenons une fonction composée de æ et ^ qui est 
identiquement nulle. Donc, pour chaque système de valeurs æ, y les équations 
(1), (2), (3), où Ton a également porté les valeurs de z, p, q, admettent au moins 
une solution a, 6 commune (d’après la définition même de l’élimination). 

Inversement, si z, a, h sont trois fonctions de æ, y fournissant une solution 
du problème (P'), pour chaque système de valeurs æ, y\ les équations (1), (2), 
(3) admettent une solution a, b commune. Donc entre z et ses dérivées p et q, 
on a bien la relation (4) : par suitez(a;,ÿ) est bien une solution du problème (P). 

L’équivalence des problèmes (P) et (P') étant ainsi établie (au moins est-elle 
légitime lorsque V est algébrique en a et 6), nous pouvons substituer le 
problème (P') au problème (P). Or le problème (P') équivaut à son tour à la 
recherche de trois fonctions z, a, 6 de æ, y, vérifiant le nouveau système 


(1) 

N{x,y,z,a,b)=a, 

(5) 

îVja jV j6 P 

ia jas"'” 5x t ’ 

(6) 

^y'^>b^y-'^' 


dont on obtient les deux dernières équations en écrivant que les dérivées par- 
tielles premières de la fonction composée 

V[x, y, z.(x, y), a{x, y), b(x, y)], 

sont identiquement nulles, et en tenant compte de (2) et (3). Or, pour satis- 
faire aux équations (5) et (6), homogènes et linéaires en — ^ ’ nous 

n’avons que les alternatives suivantes : 

1° Prendre ^ 0. Ces équations, jointes à V = 0, déterminent, si 

cCl c O 

elle existe^ l’enveloppe des surfaces V(a;, y^ z, a, 6)=:0, lorsque les deux 
paramètres a et 6 sont indépendants. Alors cette enveloppe est une surface 
intégrale de l’équation ; c’est justement Viniégrale singulière. S’il n’y a pas 

d’enveloppe, le .système V = 0, — =0 définit un lieu de points singu- 

liers des surfaces V = 0, lequel n’est pas en général une solution de l’équation 
aux dérivées partielles formée par élimination et simplifiée par suppression 
des facteurs indépendants de /? et ^ qui pourraient y figurer (^). 

(^) Il importe de faire cette restriction pour éviter d’être en contradiction avec l’équiva- 
lence des problèmes (P) et (P') (ou (P') transformé). En réalité, s’il y a une surface 

q,(a?, y, x)==0 

lieu de points singuliers des surfaces V = 0, on vérifie très aisément sur des exemples qu’en 
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2® Prendre —^0 et ‘^ 7 ^ 0 . Il est alors nécessaire que le déterminant du 
Du 2>b 

système (5), (6) par rapport à ces deux inconnues soit nul, c’est-à-dire que 


P (g. b) 

UïxTÿj 


0 . 


Si les mineurs de ce déterminant sont nuis eux-mémes, nous obtenons 
g=:const., 6=:const. : c’est l’intégrale complète d’où nous étions partis. 
Sinon, nous devrons avoir 

6 = <p(g). 


ce qui nous conduit aux solutions 

V[x, (/, Z, a, <p(a)] = 0, ^ ci.'(a) = 0. 


Ce raisonnement justifie donc bien les résultats que nous avons annoncés 
au début de cette étude. 

Examinons maintenant sa portée véritable. Le mot élimination est réservé 
d’ordinaire au domaine des relations algébriques, le seul où il ait un sens bien 
précis. Mais alors, si nous astreignons V à être algébrique en a, 6, nous déli- 
mitons artificiellement la théorie, au profit exclusif des équations possédant 
une famille d’intégrales dont l’équation est une fonction algébrique de ces 
deux paramètres. Pour généraliser conformément au point de vue des fonc- 
tions de variables réelles, nous devrons substituer aux précédents d’autres 
raisonnements basés sur des hypothèses locales (continuité et non-annulation 
de certaines dérivées), apparentés à ceux qu’on rencontre à propos des fonc- 
tions implicites et des enveloppes (*). Moyennant quoi, nous pourrons encore 
établir l’équivalence des problèmes (P) et (P ), en nous restreignant a un 
champ de variation de æ, y, z, q, a, b suffisamment petit autour dos 
valeurs x*o, .Vo, Po^ «o. pour lesquelles nous avons supposé que 
certaines dérivées ne s’annulent pas. Ces indications, que nous ne pouvons 
développer ici davantage, suffisent à faire comprendre que la théorie de 
Lagrange possède réellement un caractère de grande généralité. 

Voici un exemple qui met bien son utilité en évidence. Considérons deux 
fonctions cp(cc) et '\>(y) qui admettent par rapport à x et à y respectivement 
des dérivées ^'(cc) et 'y(^) continues. Alors l'équation aux dérivées partielles 

admet l’intégrale complète évidente 

z=z[^(x)-ha] [^(^)H-ù]. 


éliminant o, b entre (1), (2), (3), le résultat obtenu contient en facteur la fonction 9 (j;, y, 2 ). 
La présence de ce facteur sauvegarde l’équiyalence annoncée. Mais, quand on parle de 
l’équation aux dérivées partielles, on a d’ordinaire en vue ce qui reste du résultat après 
qu’on a supprimé les facteurs ne contenant pas p, q. 

(1) Voir sur ce point notre Cours de Géométrie Analytique, p. 241 et notre article des Nou- 
velles Annales, 5* série, tome I, p. 8 et suivantes. 
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Envisageons le cas où les fonctions (p'(aî) et <{''(«/) ne seraient pas dérivables : 
11 devient alors impossible de définir les multiplicités caractéristiques de 
Téquatioti proposée au moyen d'un système différentiel. Cependant, la théorie 
de Laurange s'applique (reprendre l'exposé complet sur cet exemple, comme 
exercice) et montre bien qu’en dehors de l'intégrale singulière z ==: 0, et des 
surfaces précédente^, il n'y a pas d’autres surfaces intégrales que celles qui 
composent l’intégrale générale. En même temps, elle prouve aussi qu’il existe 
encore des bandes caractéristiques, bien que celles-ci ne puissent plus être 
obtenues comme intégrales d’un système différentiel. 

Notons encore que la méthode de Lagrange fournirait, dans cet ordre d’idées, 
des résultats relatifs aux équations différentielles ordinaires. Soient 
trois nombres satisfaisant à l’équation 

(e) a)=z{) 

et tels que l’on ait 

(^i) f ai^oj y 01 Uq) 0, (Ag) fvip^ûi y 01 ^/)) 7^ fl* 

Alors on peut, en sc plaçant au point de vue local, éliminer a entre l’équa- 
tion (e) et la suivante 

Cela signifie ^u’on considérera la fonction a(cr, y) définie au voisinage du 
système de valeurs y^ par l’équation (e) et se réduisant à pour ces valeurs, 
et qu’on portera celte fonction dans (e') de manière à obtenir finalement une 
équation différentielle 

y- a {a:- y )] . 

I,j[x, tj, a(x, y)] 

Le principe du raisonnement de Lagrange, apj)liqué ici, prouve alors qu’il 
existe une intégrale et une seule de l’équation différentielle se réduisant à 
pour X même dans les cas où la fonction écrite au second membre 

échappe aux conditions classiquement invoquées pour assurer dans le champ 
réel l’exactitude du théorème de Cauchy. Ainsi, sous réserve que les hypo- 
thèses (/ij et (/ij soient satisfaites, les singularités signalées par M. Peano (‘) 
ne se produisent pas pour les équations différentielles formées par élimination. 

Ces remarques, outre leur intérêt propre, font mieux comprendre l’impor- 
portance des renseignements qu’on peut attendre des idées de Lagrange 
dans le domaine des équations aux dérivées partielles, lorsqu’on se préoccupe 
de faire le moins possible d’hypothèses sur l’existence de dérivées des solutions. 
Toutefois', au point de vue pratique, le cas le plus intéressant est celui où 
partant d'une équation donnée a priori, on peut définir les bandes' caractéris- 
tiques par le système différentiel que nous avons appris à former, et où ce 
système remplit toutes conditions permettant de justifier le théorème de 
Cauchy (par exemple au moyen des approximations successives de M. Picard). 


(U Voir p. 221, note 1. 
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On peut alors sç demander si toute surface intégrale non singulière se laisse 
engendrer à l’aide de multiplicités caractéristiques. C’est cette question que 
nous allons résoudre affirmativement. 


278. Le problème de Cauchy. — Soit une courbe C, douée en chaque 
point d’une tangente variant continûment le long de cette courbe. Supposons 
que C ne soil pas caractéristique. Le problème de Cauchy consiste à trouver 
une surface intégrale passant par la courbe G: 

L’existence de solutions est une conséquence du théorème suivant : 

Toute famille continue à un paramètre de bandes caractéristiques telle 
que chacune de ces bandes ait un élément de contact commun avec G 
engendre une surface intégrale passant par C. 

Supposons que les coordonnées d’un point courant M de G soient définies 
en fonction d’un paramètre t. Appelons comme précédemment u le paramètre 
spécifiant un élément de contact le long> d’une multiplicité caractéristique. 
Alors, par hypothèse, nous aurons une famille à un paramètre de bandes 
caractéristiques, définie analytiquement par cinq relations 

(1) x = p=p(t,u), q=zq(l,u), 

dont les seconds membres satisfont aux relations 


IR ^ iR 

DU Du DU DU 

^X~\-pFz Fy-h^F- 

Nous avons bien une famille à deux paramètres d’éléments de contact liés 
par la relation identique en f et u 


(2) 


dx 

DÏÏ 

K' 


( 3 ) 


DU 


DX 


ÎS. 

DU 


Gette famille d’éléments de contact nous donnera donc une surface (laquelle 
sera dès lors solution, puisque formée d’éléments intégraux) si nous avons 
en outre 


D^ 



nous allons prouver qu’il en est ainsi. Convenons que, sur chaque caractéris- 
tique, U s’annule pour l’élément situé sur la courbe G. Pour m== 0, il y aura 
bien identiquement annulation de la fonction 

«)• 

Il s’agit de montrer qu’il en est encore ainsi quel que soit u. En effet, nous 
avons 

Do D^Z D*a7 D*l/ D/?Dæ 

Su D/DU ^^tdu ^STSH DU d7 dud/’ 
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et d’ailleurs, en dérivant l’identité (3) par rapport à /, nous avons aussi 

^q^y. 

:*tdu 2>t ?t?u' 

en retranchant membre à membre, il vient 

DU D/DU DUD7~^D/DU DUDf’ 

ou, en tenant compte des relations (2), 



= y, Z, P, ^)] — cpF;*, 


dhns cette dernière expression, le premier terme est nul, et il reste seulement 



le long de chaque caractéristique F, est une fonction composée bien déterminée 
de U : on a donc, en intégrant, 

(p(f, u) = cp(0, u)e~fo 

il s’ensuit bien que «p(/, u) est identiquement nul. 

Pratiquement, on dirige le calcul de la façon suivante; soient 

x = ^t), = r = J:(/) 

les équations paramétriques de la courbe G pour laquelle on demande de 
résoudre le problème de Cauchy. On cherche d’abord la bande caractéristique 
déterminée par un élément initial donné, correspondant à la valeur du 
paramètre u ; soient 

x^x{u; Xo, //o, Zo,/?o, 7o), ij—y(ii; x^, ... z = z(u; . . . q,), 
I)=p{u; X,, ... 7,), q=zq{u\ x^ 7o) 

les équations de celte bande. On fait alors décrire au point (o^o, lJ^^, z^) la 
courbe G, c’est-à-dire que l’on pose 

et l’on a pour déterminer p^^ et 7,, les deux équations 

1^(5, c,/v 7,)=:o, r(/)-/>or(0~9oV(0==o. 

Ges équations font connaître /)(, et 7^; en portant les valeurs de x^, y^, z^, 
et 7o dans les équations de la bande, on obtient bien la surface intégrale lieu 
des caractéristiques issues des divers points de G. 

Reprenons par exemple l’équation 
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étudiée au n® 270, et cherchons la surface intégrale qui passe par la circon- 
férence 

Z = 0, -h y* ^ 

^ Le système différentiel des caractéristiques peut s’écrire 

dx dy dz dp du . 

X — ^lap y — 2aq a {p^ q^) P q « ’ 

cherchons la bande caractéristique passant par l’élément (Xo, y^, q^) 

pour U = 1 ; on trouve 

x = a/j„u + -«-^^", y = aq„u-h ^ - ~^"'^\ z = z„-f-|(/J?-+-'Zo)(“’— 1)' 

P = Poli, q — qoix. 

On aura alors 

Xq = R cos /, y^=Y{ sin f , = 0, 

R(/)o cos ^ sin /) = a (/)*-{- ql), p^ sin f — cos / == 0 ; 

on en déduit 

/)q = 0, = d’où la solution banale z = 0, 

ou bien = - cos /, ^ sin ^ 

d’où la solution 

R2 

x = R«cos/, y = Ru sin/, z = -^-(u^ — 1), 

c’est-à-dire 2rtz = x^ -h y^ — R^ 

équation d’un paraboloïde de révolution autour de Oz. 

Remarque. — Du raisonnement précédent découle la conséquence suivante : 
le système de toutes les caractéristiques issues d\m point constitue une 
surface intégrale. Nous avions déjà obtenu ce résultat par la considération 
des intégrales complètes. Ici, on le démontre en remarquant qu’on a encore 
cp(/, 0) = 0 par le fait des trois relations suivantes : 

‘^.(/,0)=0, |f(/, 0)=0, 0)=0. 

A chaque point M de C se trouve ainsi attachée une surface intégrale 
admettant en M, pour cône des tangentes, le cône élémentaire. Gela posé, il 
nous est facile de construire une intégrale complète de notre équation aux 
dérivées partielles : en effet, nous possédons même maintenant un système 
de surfaces intégrales, à savoir le système des surfaces Üm, qui dépend de trois 
paramètres. Nous aurons donc une intégrale complète en faisant décrire au 
point M une surface quelconque. 

Quoi qu’il en soit, la résolution du problème de Cauchy pour la courbe G 
se présente maintenant de la manière suivante : on associe à chaque point M 
de G la surface Üm correspondante et on prend l’enveloppe des surfaces Sm ainsi 
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obtenues. Cette enveloppe pourra comprendre une ou plusieurs nappes réelles, 
dont le nombre variera suivant Tare de C sur lequel on se trouve; certains 
arcs peuvent même être dépourvus de portions de surfaces intégrales les 
contenant; c’est ce qu’on aperçoit aisément en songeant au cas où le cône 
élémentaire Fm est du second ordre : alors les arcs de C veufs de surfaces 
intégrales sont ceux le long desquels la tangente est intérieure à F^. Les points 
séparatifs des divers arcs sur G sont dans tous les cas ceux où la tangente 
est située sur le cône Fy. En ces points, il y a en général raccord entre deux 

des nappes précédemment trouvées (on les obtient par l’équation ^ 

Il est clair que toute surface intégrale descriptible par des caractéristiques 
peut être considérée comme l’enveloppe de surfaces Ïm : en effet, soit S une 
telle surface, contenant un certain arc de la courbe G. En chaque point M de 
cet arc, menons Sm : la bande caractéristique située sur S et issue de l’élément 
obtenu en associant à M le plan tangent correspondant appartient nécessaire- 
ment à Su» puisque Xm épuise Vensemble de toutes les bandes caractéristiques 
issues du point M. Le processus de résolution du problème de Gauchy se 
trouve donc justifié sous réserve d’établir le théorème suivant : 

Il n’existe pas de surfaces intégrales non descriplibles par des caracté- 
ristiques. 

279. Impossibilité d’intégrales non singulières, non descriptibles par des carac- 
téristiques. — Ce point n’est pas évident, et la prudence s’impose en pareille 
matière : rappelons qu’en abandonnant l’hypothèse de l'existence de certaines 
dérivées, M. Henri Lebesgue a pu obtenir des surfaces non réglées applicables sur le 
plan(q. Il est donc permis de chercher s’il ne se trouve pas des surfaces intégrales 
non singulières pour lesquelles la cote cessant d’avoir, par rapport à æ et y, des 
dérivées secondes, la génération par caractéristiques devient impossible. Nous allons 
prouver qu’il n’en est rien. 

Nous utiliserons à cet effet le principe du raisonnement par lequel M. R. d’ADHÉMAR 
résout cette question dans ses belles Leçons sur les principes de V Analyse (^). 

Considérons Féquation 

J’ (^> .r. P, </) = 0, 

où F est line fonction telle qu’on puisse former le système caractéristique et établir 
l’existence de solutions dé ce système par la méthode des approximations successives 
de M. Picard. Donnons-nous un arc de courbe G, placé de telle sorte qu’on puisse le 
représenter par des équations 

et pris assez petit pour ne contenir aucun point séparatif y c’est-à-dire aucun point où 
la tangente à G soit située sur le cône élémentaire en ce point. Supposons obtenue 
par la méthode des caractéristiques une nappe de surface intégrale passant par cet 
arc. Posons 

x = X-+-X(Y), y=Y, z^Z-hix[\)- 


(1) Intégrale, longueur, aire (Thèse, Paris, 1902, p. 95). 
(*) Tome II, p. 179 et suivantes. 
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par ce changement de variables, notre équation aux dérivées partielles va se trans- 
former. Nous aurons 


n 

rx* 






L’équation transformée sera donc 


F[x-f-X(V), 


’ï, 


Z-4-H‘{Y), 


yL 

SI' 


n 

?x 


V(Y)- 






Considérons la dérivée du premier membre, prise par rapport à lorsqu’on 
regarde F comme une fonction composée de cette quantité. Elle a pour valeur 

et elle est différente de zéro sur le petit arc considéré, vu l’absence de point séparatif 
sur cet arc. Nous pouvons donc résoudre l’éqUaéion précédente par rapport à ~ et 
l’écrire sous la forme 


g = <I.(x, Y, Z, 1^.). 


Revenons maintenant aux notations par petites lettres, assurément plus maniables. 
Nous sommes donc conduits au problème suivant : soit une équation 


p=/(^, y, n)y 


où / est une fonction bien déterminée de x, y, z, q. Supposons connue une surface 
intégrale de cette équation, passant par un segment de l’axe Oy, et engendrée par 
des multiplicités caractéristiques. Nous allons prouver l’impossibilité d’une seconde 
solution contenant le même segment de l’axe Oy. Soient en effet z = ^{x, y) la 
première de ces solutions et y) la seconde, et posons co = 5p — Nous 

raisonnons bien entendu en regardant cp. et comme données ( V est le fruit de la 
méditation de quelque géomètre malicieux, en quête de résultats paradoxaux). Il 
s’agit de prouver que la différence co s’annule au voisinage du segment considéré 
de Oy. Nous aurons les relations 


^x 


(to + +) y. ^ + 






d’où, en retranchant membre à membre. 


rM”- 


y y W- 






) f(x, y, f, ; 


cp et 4* étant connues, il en est de même de to, et par suite la relation que nous 
venons d’écrire exprime seulement une identité. Si nous posons 

/(x, y, + Xo>, H + = fl'W, 

en appelant X une constante quelconque, nous pourrons écrire 

^ = gi(i)_gi(0)= r'gi'(x)<ix; 

ü X ^0 
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iP?' (X) =/' CO -hX' ; 


nous aurons donc, puisque co et ^ sont indépendants de X, 


ou enfin |^4- |yG(x, .y) = tùF(ar, y), 

d’oVi nous concluons que l’équation aux dérivées partielles linéaire 


5Q 

Da: 


y) = üF(x, y) 


admet une solution Ü = (o qui s’annule sur le segment considéré de l’axe Oy. Nous 
allons prouver que cette solution est identiquement nulle. 

En efTet, d’après la manière dont F’ et G ont été calculés, il est facile de voir que 
l’équation différentielle 


dy 


= yy 


appartient à la classe de celles qui tombent sous le coup de la méthode des approxi- 
mations successives de M. Picabd : on peut ainsi établir que par chaque point du 
segment considéré de Taxe Oy, il passe une courbe dont la tangente au point (a?, y) a 
pour coefficient angulaire la valeur G(x, y). 

Dans ces conditions, notre équation auxiliaire fait corinaître la dérivée logarith- 
mique de Ü le long d’une de ces couiLes, et à cause de la régularité de la fonction F 
d’une part, de l’annulation sur Oy de û d’autre part, on est conduit, lorsqu’on effectue 
la détermination séparée de Q sur chacune de ces courbes, à constater que Ü demeure 
constamment nul. 

Le théorème est donc établi. 


280. Notions sur les courbes intégrales. — Soit une équation aux dérivées 
partielles 

F(x,y,z,p,q) = 0. 

On donne le nom de courbes intégrales aux lignes qui, en chacun de leurs 
points, ont pour tangente une génératrice du cône élémentaire. Autrement dit, 
tout point d’une ligne intégrale 'sevix séparatifs au sens que nous avons donné 
à cette locution dans la résolution du problème de Caucry. Or nous avons vu 
qu’aux points séparatifs isolés d’une courbe quelconque se soudent en général 
deux nappes de surface intégrale passant par cette courbe et douée en ses 
autres points de plans tangents distincts. On est donc amené naturellement à 
en induire que si l’on cherche à résoudre le problème de Cauchy pour une 
courbe intégrale, il y aura, tout le long de cette ligne, soudure de deux nappes 
de surfaces intégrales, de sorte que cette ligne sera par là même une arête de 
rebroussement. Une étude approfondie, que nous ne pouvons entreprendre, 
montre qu’il en est bien ainsi. Donnons seulement l’indication suivante : 

Soit connue une intégrale complète de F = 0, et soit 

Vræ. «/, Z, a, q>{al1 = 0 
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uiie famille à un paramètre extraite de cette intégrale complète. En dérivant 
une première fois par rapport au paramètre a, nous obtiendrons les caracté- 
ristiques situées sur l’enveloppe des surfaces précédentes. Elles seront définies 
par 


v='o 


et 




cp{a) 


<p'(a)=:0. 


Mais ces caractéristiques ont elles-mêmes une enveloppe, qu’on définit par 
une seconde dérivation, comme il est classique (n® 205). Gela posé, comme les 
caractéristiques appartiennent à l’ensemble des courbes intégrales, et que 
toute enveloppe de courbes intégrales est elle-même une courbe intégrale, il 
est clair que l’enveloppe des caractéristiques sur une surface intégrale est une 
courbe intégrale. En même temps, rappelons ce fait bien connu qu’elle est 
encore une arête de rebroussement de la surface. Gela confirme bien une indi- 
cation donnée plus haut. 

Notons pour terniiner que le système des courbes intégrales est défini de la 
manière suivante. On obtient le cône élémentaire en chaque point (x, //, z) en 
cherchant l’enveloppe des plans 

Z-~z=P(X-^x)-^Q(Y^y), 

P et Q étant liés par la relation 


F(æ, Z, P, Q) = 0. 

Écrivant que 

X — æ__ Y — y 


et éliminant P et Q entre' ces trois équations, on obtient l’équation de ce cône, 
soit 


r(æ, y, z; X — æ, Y — y, Z — z) = 0, 


où r est homogène par rapport à ses trois derniers arguments. L'équation 
différentielle des courbes intégrales sera donc 

r(æ, y, z; dx, dy, dz)=z0. 

On voit nettement qu’elles dépendent d’une fonction arbitraire. 


Reprenons encore l’équation du n^ 270 

(E) px-i-qy = a{p^-\-q^). 

On trouvera aisément que les courbes intégrales sont définies par l’équation de 
Monge 

{dx^ -f- dy^) [{xdy — ydx)^ ^adz [xdx -f- ydy) — — 0. 

-Bien entendu, parmi les solutions de cette équation figurent les courbes caractéris- 
tiques; il est d’ailleurs facile de le vérifier directement. 

En rassembla/it les résultats obtenus relatifs à la solution du problème de Cauchy 
par la méthode des caractéristiques, on voit qu’il ne peut se présenter que trois cas 
distincts : 


LAiNi, Anal., IL 


18 
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la courbe G, par laquelle on veut faire passer une surface intégrale, n’est pas 
tangente en chacun de ses points au cône élémentaire; nous avons indiqué précé- 
demment la marche à suivre ; 

2° la courbe G est une courbe caractéristique ; 

3° la courbe G est une courbe intégrale. 

Dans le second cas, la méthode générale ne fournira pas de siïTface intégrale, et il 
est facile géométriquement d’en comprendre la raison. Mais nous savons d’autre part 
qu’il existe dans ce cas une infinité de surfaces intégrales passant par la courbe G. 
Pour en obtenir une, il suffira de résoudre le problème de Cauchy pour une courbe 
quelconque T, rencontrant G non tangenliellement et telle que le point et le plan 
tangent communs aux deux courbes déterminent un élément de contact intégral. 

Cherchons, par exemple, h résoudre le problème de Cauchy pour l’équation (E) et 
la courbe G définie par les équations 

x = — ^, y — al, z = |(/-2 — 1). 

Dans les équations en termes finis des caractéristiques, 


X = apoU 4 - 


Xq OPo 

« » 


y == aq^u -f 

p==PoU, 


y^ — a(h 


U 

q = q^u, 


Z = Zo -t- |(Po + «o) — 1). 


on devra poser d’abord 


a:„ = — -J, y^ — al, = — )); 


on aura ensuite, pour déterminer po et les équations 




dZft (1X(, 

-=Po' 


(Il 


■ 0 dl 


7 

‘0 dt 


d’oii l’on tire 


Po-=0, qo==^- 


La multiplicité intégrale passant par la courbe G est alors définie par les équations 


= y = atu^ z = |(Pu2 — d), p = 0, q — tu; 


c’est en réalité une multiplicité à une dimension ayant pour support ponctuel la 
courbe G ; on peut vérifier directement que celte multiplicité est une bande caracté- 
ristique. 

La méthode générale ne donne donc pas de surface intégrale passant par G. Pour 
en avoir une, choisissons un élément de contact de la bande caractéristique associée 
à G, par exemple l’élément qui correspond k i—i, 

— a a 0 0 1, 


Toute courbe qui admet cet élément de contact sans être tangente à G au point cor- 
respondant détermine une surface intégrale passant par G. 

On pourra, en particulier, prendre la droite 

avec P(, = 0, go = l, 

valeurs qui satisfont à la relation dz^ — Po<f^o ”1* ^ l’équation^ (E); cm obtient 

ainsi le cylindre parabolique 

2az =y^ — 



ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE 


^75 


Oû peut aussi, et cette remarque est géaérale, former l’équation de la surface 
engendrée par toutes les courbes caractéristiques issues d’un point de C, par exemple 
du point (— a, a, 0) : on trouve alors la surface du troisième degré 

402* H- 22 (20* — 5C* — y*) — O (æ -4- j)* = 0, 

qui admet le point ( — o, o, 0) comme point conique, et passe bien par la caractérisa 
tique C. 

Enfin dans le troisième cas (courbe intégrale), on trouvera, comme dans le premier, 
une solution unique au problème de Cauchy, mais la courbe C sera une ligne singu- 
lière de la surface obtenue. 

Prenons par exemple comme courbe G l’hélice circulaire 

a:() = 2acos<o, yo = Casino, 2, =:2aco, 
qui est une courbe intégrale. On trouve 

Po = cosûi — sinco, qo = sinco -f- costo, 

et, en posant (0 = ^-1- cp, 6 = a^~ — 1^, on a pour la surface cherchée les équations 
paramétriques 

— usincp^, y = a y/f 4- « coscp^ , 2 2a<p 4- ou* 4- b. 

Les courbes u = sont des hélices circulaires d’axe O2; en particulier la courbe G 
correspond à u = 4 . 

On trouvera, pour les coefficients du plan tangent h cette surface, 

A = 2a*y/2(^ — B = — 2a2^2(A_u2) cosç, C = 2a2u(A — i); 

la courbe a=^i (qui est identique d’ailleurs à u == — 1) est donc bien une ligne sin- 
gulière de la surface. On vérifiera sans peine qu’elle enveloppe les caractéristiques. 

281 . Remarques sur les intégrales singulières. — Tout ce que nous avons 
dit au sujet des multiplicités caractéristiques et du problème de Cauguy 
pourrait, dans le cas d’une équation pz=zf(x, y, z, q) analytique et d’une 
courbe G analytique, se transposer assez facilement au champ complexe. 
Mais nous laisserons cette étude de côté, en renvoyant le lecteur aux traités 
spéciaux, notamment à l’ouvrage de M. Goürsat sur les équations du premier 
ordre. 

La théorie des intégrales singulières peut être elle-même développée 
indifféremment, soit dans le champ complexe (c’est ce qu’on fait le plus fré- 
quemment), soit dans le domaine réel. A ce dernier point de vue nous allons 
en dire quelques mots. 

Considérons d’abord une équation différentielle ordinaire, ou, ce qui 
revient au même, un système de la forme 

f(x,z,p) = 0, P = ^- 

De ces deux équations, la première définit p en fonction implicite de x et 
de Z. Soient a^o, trois nombres satisfaisant à cette équation. Supposons 
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que les fonctions /*', /*' existent et soient continues autour de z^, 
et que Ton ait Alors il existe une fonction p{x, z) et une seule, satis- 

faisant à /*= 0, se réduisant à en (æ^, Zq) et admettant par rapport à a; et z 
des dérivées continues du premier ordre. On pourra donc établir qu’il existe 
une intégrale et une seule de l’équation 

passant par le point z^), en appliquant sous sa forme classique la méthode 
de M. Picard (approximations successives). 

Il n’en est plus ainsi lorsque Le point (iCo, zj est alors, dans le plan 

des (ce, z), sur la frontière du domaine d’existence de la fonction implicite 
p{x, z) (ou au moins de certaines de ses branches). On peut encore dire que 
le point (iCoi Pq) appartient au contour apparent de la surface f(Xy z, /)) = 0 
(système d’axes Oæ, Oz, Op), 
dz 

Or l’équation p = -^ nous donne en chaque point de celte surface une 
direction A du plan tangent, définie par le système des deux équations 

(X -- cc)y^; (Z z)/'; + (P --i))/*; = 0, 
z — z~.;9(X — x) = 0. 

Les courbes intégrales de notre équation différentielle sont les projections 
sur le plan xOz des courbes de la surface tangentes à cette direction en 
chaque point. Par cette remarque, nous transformons le problème étudié, 
singulier dans le plan xOz, en un problème régulier (c’est-à-dire tombant sous 
le coup des méthodes ordinaires) pour la surface f=0. Plaçons-nous sur le 
contour apparent : en chaque point de cette courbe, la direction A est paraL 
lèle à Op. Moyennant quelques hypothèses supplémentaires faciles à formuler, 
on pourra donc résoudre l’équation /’=0 par rapport à z par exemple, 
l’essentiel étant d’éviter une explicitation en />, et déterminer, au voisinage 
du point considéré sur le contour apparent, les courbes intégrales de la 
surface en projection sur le plan des xp (ce que la méthode de M. Picard 
permet de faire). On reviendra ensuite, par l’intermédiaire de la surface, au 
plan des xz. 

L’intuition géométrique donne alors une idée suffisante des résultats qui 
pourront être légitimés moyennant des hypothèses et une déduction conve- 
nables, dont l’ensemble est assez nettement indiqué par ce qui précède. Les 
courbes intégrales de la surface couperont en général le contour apparent de 
manière à admettre pour tangente en chaque point d’intersection avec celte 
courbe une parallèle à O/?, c’est-à-dire à la direction de projection. Il s’en- 
suivra que, sur la frontière du domaine d’existence de la fonction p(x, z), 
dans le plan xOz, les courbes intégrales auront en général des points de 
rebroussement. La tangente de rebroussement sera la trace sur le plan xOz 
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du plan osculateur à la courbe de la surface au point situé sur le contour 
apparent. Dans le cas et dans le cas seulement où ce plan coïncide le long de 
toute cette courbe avec le plan tangent (c’est-à-dire où le contour apparent est 
une asymptotique), sa projection sur leplanæOz fournira une intégrale singu- 
lière de l’équation diiïérentielle. 

L’existence d’une intégrale singulière, lorsqu’on part de l’équation diffé- 
rentielle et qu’on formule les hypothèses qui, relativement à cette manière de 
poser le problème, se présentent comme les plus naturelles et les plus simples, 
apparaît donc comme un fait exceptionnel. Au contraire, si l'on part d’une 
famille de courbes f(x^ y, a) = 0 , et si, relativement à cette nouvelle manière 
de poser le problème, on formule encore les hypothèses les plus naturelles et 
les plus simples, l’existence d’une intégrale singulière apparaît comme un 
fait normal, qui peut se trouver en défaut dans des circonstances excep- 
tionnelles, car en cherchant l’enveloppe, on trouve aussi les lieux de points 
singuliers (^). Il n’y a aucune contradiction entre ces deux résultats, qui sont 
les conclusions de deux systèmes d’hypothèses entièrement distincts. Notons 
seulement avec Clkbsch que de tels renversements de probabilité se présentent 
ailleurs, notamment à propos des courbes algébriques planes : si l’on donne au 
hasard l’équation ponctuelle, la courbe obtenue offre des singularités tangen- 
tielles, sans présenter en général de singularités ponctuelles; et inversement. 

De même, si l’on part d’une équation F(cc, y, z, /), q) = 0, en faisant sur F 
les hypothèses les plus simples et les plus naturelles (par exemple en sup- 
posant que F soit un polynôme), l’existence d’une intégrale singulière est un 
fait exceptionnel. Supposons-la réalisée et représentons-nous une intégrale 
complète, c’est-à-dire une famille de surfaces à deux paramètres, admettant 
pour enveloppe cette intégrale singulière. Alors, de chaque clément de contact 
de cette dernière surface sont issues des multiplicités caractéristiques formant 
une famille à un paramètre. Donc, sur l’intégrale singulière, cri raison de 
cette indétermination, les dénominateurs du système caractéristique devront 
tous s’annuler. On devra donc avoir simultanément 

F = 0, F^, = 0, I%^=:0, bjp-}-pF, = 0, Fy -4- ^ F s = 0. 

Il est clair que si F est pris au hasard, il ne saurait en général exister de 
surface répondant simultanément à ce^ cinq conditions. Si exceptionnel- 
lement cette éventualité se produit, on obtiendra une surface intégrale qui 
cesse d’être un lieu de multiplicités caractéristiques. Nous nous en tiendrons 
ici à ces indications, en renvoyant, pour une étude systématique de cette 
délicate question, aux travaux de Darboux et de M. Coursât. 


(q Los fonctions qui, annulées, représentent les courbes ainsi obtenues, sont en facteur 
dans le premier membre F de l’équation diiïérentielle F = 0 formée par élimination. On 
perd en quelque sorte, dans cette équalion simplifiée, la trace des lieux de points doubles, 
mais les lieux de points de rebroussement s’y révèlent nécessairement par la coïncidence 
de deux déterminations de coefficient angulaire. 
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SUR LES ÉQUATIONS DE LA CLASSE DE MONGE ET D’AMPÈRE 

282. Position du problème. — Pour terminer cet exposé, 'nous allons 
donner quelques brèves indications sur une classe d équations du second ordre, 
dont rétude remonte aux travaux de Monge et d’AMpfenE, et dont le champ 
d’applications, très vaste, englobe notamment le problème de la déformation 
des surfaces. 

Notre guide sera un simple rapprochement entre la théorie des équations 
du premier ordre et celle des équations du second. Résumons d’abord quelques 
points particuliers, de la première. 

On Tout, dans l’ensemble des équations du premier ordre, mettre à part 
celles qui sont linéaires en et On les distingue de deux manières : 

1® en écrivant qu’elles admettent l’intégrale générale 

B(a;, y, z) = <p[A(x, y, z)], 

où A, B désignent deux fonctions données de x, z, et f [A] une fonction 
arbitraire de A ; 

2® en écrivant qu’on peut en obtenir les lignes caractéristiques indépen- 
damment des bandes caractéristiques. On peut dire aussi que l’on a pour ces 
lignes caractéristiques, dans le cas étudié, une génération purement ponc- 
tuelle, et que cela cesse d’être vrai pour les équations non linéaires en p et q. 

Passons aux équations du second ordre, 

(1) ¥{x, y, Z, p, q, r, s, t) — 0, 

et cherchons à distinguer dans l’ensemble très vaste de ces équations certains 
types faciles à étudier. Nous adopterons alors le programme suivant : 

1® Nous chercherons d’abord s’il est possible de trouver des équations (1) 
pour lesquelles il existe une intégrale intermédiaire de la forme 

(2) B(a;, J/, z, p, 7 ) = (p[A(x, y, z, p, ç)], 

A et B désignant encore deux fonctions données de cc, y, z,p^ q et cp une fonc- 
tion arbitraire de A. Dans les cas où cette question sera résolue par l’affirma- 
tive, il suffira d’appliquer la théorie des équations du premier ordre aux 
équations (2) ainsi obtenues. 

2® Nous pourrons ensuite chercher k étendre la notion de multiplicités 
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caractéristiques, et voir si elle conduit encore à distinguer certains types 
d’équations. Nous dirons alors que l'équation (1) est l’équation même d’une 
quelconque de ses surfaces intégrales, lorsqu’on considère une génération 
surabondante de cette surface consistant à donner à la fois 

X, y, Z, /), q, r, Sy t 

en fonction de deux paramètres arbitraires. Les conditions de compatibilité 
sont exprimées par les relations 

(3) dp — rdx-hsdyy dq=: sdx tdy^ 

dz=pdx qdy. 

Dès maintenant il est donc naturel d’introduire la notion d'élément de 
contact du second ordre. On appelle ainsi l’ensemble des huit nombres æ, y y 

P» s, /. On peut concevoir géométriquement un tel élément comme 

un point armé d’une petite portion de surface du second degré passant par 
ce point; cette surface est à choisir ad libitum dans une famille dépendant 
linéairement de trois paramètres (car on doit écrire que pour x — Xg=zy — ^^^=0, 
les quantités z, py q, r, s, t acquièrent respectivement des valeurs données, 
ce qui fait six conditions imposées aux neuf j^aramètres indépendants qui 
figurent dans 1 équation générale des quadriques). L’espace comprend 
00 * cléments du second ordre, et il en existe oo* qui ont en commun un 
élément du premier ordre arbitrairement choisi. 

On voit pareillement qu’on pourrait, dans la théorie des équations d’ordre n, 
introduire des éléments de contact d’ordre n. Cette généralisation systématique 
de la notion d’élément de contact offre déjà l’avantage suivant : elle nous 
amene a introduire la notion d' élément de contact d’ordre zérOy c’est naturel- 
lement un point (æ, y, z) désarme. 

La notion de multiplicité subira dès lors une extension du même ordre. 
Nous n’avons considéré jusqu’ici que des multiplicités, à une ou deux 
dimensions, formées d’éléments de contact du premier ordre : appelons-les 
multiplicités d ordre un. Nous appellerons multiplicités d’ordre deuXy à une 
ou deux dimensions, un ensemble, à un ou deux paramètres, d’éléments de 
contact du second ordre vérifiant les relations (3). 

En résumé, la génération des surfaces peut être envisagée : 

V Au moyen d'éléments de contact d’ordre zéro : c’est la génération la 
plus ordinaire, celle qui ne comporte aucune condition de compatibilité; 

2® Au moyen d’éléments de contact (æ, y y z, py q) d'ordre un; c’est celle 
de la théorie des équations du premier ordre. Elle nécessite deux conditions 
de compatibilité impliquées par dz=pdx qdy ; 

‘3^ Au moyen d'éléments de contact du second ordre. Elle nécessite les 
conditions de compatibilité impliquées par les équations (3). L’équation 
dz:=. pdx qdy en fournit deux distinctes, le système des équations 
dp=^rdx-\-sdyy dqz=isdx-{-tdy en donne seulement trois distinctes : en 
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effet supposons qu’on ait pris cc, y comme pàramètres ; les relations de compa- 
tibilité s’exercent alors entre les fonctions z{x, y), p{x, y), q(Xy y), r(x, y), 
s{Xy y)^ f(æ, y)y et elles fournissent bien évidemment, en raison de l’indépen- 
dance de l’ordre des dérivations (qui veut que p'y — q^)^ cinq relations seule- 
ment : 



On pourrait évidemment ne pas s’arrêter. Quoi qu’il en soit, nou^disposons 
maintenant d’une terminologie très commode qui nous permet par exemple 
de dire : les équations linéaires en p et q se distinguent parmi toutes les 
équations possibles du premier ordre par la propriété d'admettre des carac- 
téristiques d'ordre zéro. 

Lorsque nous aurons étendu la notion de caractéristiques aux équations (1) 
au moyen des éléments de contact du second ordre, nous pourrons donc nous 
proposer de chercher si parmi celles-ci il en est qui sc contentent de carac- 
téristiques d’ordre un. Nous sommes fondés à penser qu’«i la faveur de cette 
circonstance elles se montreront peut-être moins intraitables. D’ailleurs les 
deux routes que nous allons suivre convergeront. 


283. Équations susceptibles d’admettre une intégrale intermédiaire. — 
Supposons que, indépendamment du choix de la fonction arbitraire cp(A), 
toute intégrale de l’équation du premier ordre 

B{x, y, z,p, q) = cp[A(a?, y, z, p, q)] 
soit aussi une intégrale de l’équation du second ordre 
F (æ, ÿ, Z, />, </, r, s, l) = 0. 

Alors nous allons prouver que cette dernière ne saurait être de forme quel- 
conque. En effet, on peut la déduire de la relation 


B = cp(A) 


en exprimant que A et B, envisagées comme fonctions composées de x, y 
(par l’intermédiaire de z, /?, q), ne sont pas indépendantes. On obtient ainsi 


dA . i'^A 






?B 

^z 


?A 

r — 
D/> 

?B 

r — 


?A 


^q 




?A . ?A . jA , ,c>A 

?y^^dz ?/? 

?B , sB^ ^B' ,jB 

Q — — f- s H t - — 

^ ?z ?/> Dq 





ou encore 
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■ D(A. B) 


. D(A. B ) _ „ D(A. B) . D(A, B) 
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finalement, notre équation du second ordre s’écrit donc 

(4) Hr -h 2Ks + L/ + M -4- N (r/ — = Q, 

H, K, L, M, N dépendant exclusivement des variables æ, y, z, p, q. 

Nous appellerons équation de Monge-Ampère toute équation de la forme (4). 
D’après cela, s'il existe pour F(æ, y, z, />, r, s, /)=:0 une intéyrale inter- 
médiaire de la forme (2), cette équation appartient au type de Monge-Ampère. 

La réciproque de cette proposition n’est pas vraie : autrement dit, c’est seu- 
lement pour une classe spéciale d’équations de Monge-Ampère qu’il existe des 
intégrales’ intermédiaires de la forme (2). Nous admettrons ici ce point très 
important de la théorie. 

284. Équations admettant des caractéristiques du premier ordre. — Dans 
la théorie des équations aux dérivées partielles d’ordre n, le problème de 
Cauchy consiste à trouver une surface intégrale passant par une multiplicité 
composée d’une famille à un paramètre d’éléments de contact d’ordre n — 1. 
Par exemple, dans le cas d’une équation du second ordre, on cherche une 
surface épousant une bande donnée, c’est-à-dire passant par une courbe et 
ayant le long de cette courbe une certaine succession de plans tangents : nous 
avons en effet appelé bande une multiplicité à un paramètre d’éléments de 
contact du premier ordre. 

Nous appellerons multiplicités caractéristiques les multiplicités pour les- 
quelles le problème de Cauchy devient indéterminé. Cette indétermination 
nous apparaîtra dans le calcul des dérivées successives de la fonction z(a?, y) 
représentant les cotes d’une surface intégrale (il s’agit des dérivées prises en 
un point de la bande imposée par l’énoncé à cette surface). Pour les équations 

F(x, y, z,p, q, r, s, /) = 0, 

on peut mettre en évidence un phénomène que nous avons déjà observé pour le 
premier ordre : c’est l’impossibilité de définir les multiplicités caractéristiques 
au moyen d’éléments de contact du premier ordre seulement; autrement dit 
il faut en général introduire des multiplicités caractéristiques d’ordre deux à 
une dimension. C’est seulement en passant par l’intermédiaire de ces multi- 
plicités, et en en détachant les bandes qui leur appartiennent (on écartera dans 
ce but r, s, t pour ne considérer exclusivement que æ, //, z, p, </), qu’on 
trouvera les bandes jouant un rôle exceptionnel dans la théorie du problème 
de Cauchy. 

Dans le cas des équations du premier ordre 

F(x, ÿ, z,/), ( 7 ) = 0, 

on cherche une surface intégrale passant par une multiplicité formée par une 
famille à un paramètre d’éléments de contact d’ordre zéro, donc par une courbe 

æ = x(À), y — y(\)^ z==z(À). 



m 


ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


Les dérivées premières p et q de z{x, y) en un point de cette courbe se cal- 
culent par la résolution des deux équations simultanées 

F(x,y, Z, P, g) = 0, 


qui les déterminent pour chaque valeur de À, c’est-à-dire pour tout choix d’un 
point sur la courbe. L’équation aura des caractéristiques d’ordre zéro dans le 
seul cas où une indétermination se présente dès le calcul de p et de q. Il faut 
pour cela que les deux courbes du plan (/>, q) définies pour chaque système 
de valeurs x, y, z parles équations précédentes, puissent coïncider, donc que 
l’équation F = 0 représente une droite (quels que soient x, y, z) dans le plan 
{p, q), ou enfin qu’elle soit linéaire en q (ou au moins réductible à une 
telle forme) (/). 

Cela nous amène à distinguer les équations du premier ordre du type 

Pp-hQq=:ï{, 

La condition d’indétermination de p et de q dans la résolution du système 
précédent est évidemment 

dx dy dz 

F — — 

elle nous donne bien la forme classique du système des multiplicités carac- 
téristiques qui sont ici d’ordre zéro. 

Passons maintenant aux équations du second ordre 

F(æ, y, z, p, q, r, s, /) = 0, 

et soit à résoudre le problème de Cauchy pour une bande déterminée par les 
cinq équations 

x = æ(A), Ij=iy{\), zz=z(X), pzzzpÇk), qz=q(l);^ 

les seconds membres ne peuvent être donnés arbitrairement. Il faut les choisir 
en respectant la condition 

z'W =/> + 9 W,y'W- 

Pour écrire que l’équation admet des caractéristiques d’ordre un, nous 
devrons formuler cette condition : une indétermination dans le calcul des 
dérivées successives de z(x, y) en un point de la bande précédente doit se 


(i) Cette indétermiaatioü ne se produit pas pour les équations non linéaires en p et g 
(voir l’exemple étudié au n® 280) ; mais alors nous avons montré justement que les intégrales 
se raccordent le long des bandes caractéristiques, autrement dit qu’une telle bande est com- 
plètement déterminée dès qu’on connaît son support ponctuel. 
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produire dès qu’on cherche r, s, t. Or, en chaque point de la bande, ces 
inconnues sont astreintes à vérifier les équations 


(S) 


y. 2, q. ^ s, 0=0, 

dp ^ 


d'k~~ d\ 


"dV 




Considérons pour chaque système de valeurs {x, r, /?, q) l’espace auxi- 
liaire lieu du point (r, s, t). Nos deux dernières équations expriment que ce 
point décrit une droite. Sa parallèle menée par l’origine est 


dx 

d'h 




dx 

^dX' 


'i=o- 


cette droite décrit le cône 


/•/ — 


Donc, il ne pourra y avoir indétermination dans le calcul de r, s, i que 
dans le cas suivant : pour chaque système de valeurs æ, y, z, q l’équa- 
tion F = 0 représente une surface réglée dont le cône directeur est rt — = 0. 

Ce cas est beaucoup plus général que celui de l’équation de Monge-Ampère 
( bien qu’il particularise déjà une classe d’équations, mais elle est encore trop 
vaste pour notre modeste programme). 

Le cas de Monge et d’AMPÈRE, où notre équation s’écrit 

(6) Hr -h 2Ks -\-Lt-h M N {rt — s^) = 0, 

est manifestement celui où notre surface réglée se réduit à une quadrique. 
11 a une importance particulière par ce fait que nous avons maintenant deux 
systèmes de génératrices rectilignes au lieu d’un seul. 

En matière de caractéristiques, nous sommes ainsi amenés à la conclusion 
suivante : 

Il y a deux systèmes de multiplicités caractéristiques du premier ordre 
dans le cas et dans le seul cas où l’équation F=:0 est du type de Monge- 
Ampère. 

Nous allons déterminer ces caractéristiques en écrivant les systèmes diffé- 
rentiels correspondants. Le calcul à effectuer est simplement la recherche des 
génératrices rectilignes de la quadrique définie par l’équation (6). Écrivons-la(*) 

(Nr L) (Nf + H) — NV -f- 2KNs -f- MN — HL = 0 ; 
les termes hors des parenthèses forment un trinôme du second degré en s. 


(^) Goursat, Cours d' Analyse mathématique y t. lit, p. 56. 
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Nous pouvons donc, en décomposant ce trinôme en un produit de deux 
facteurs, mettre cette équation sous la forme 
(7) (Nr -f- L) (N/ -+- H) — (Ns -4- ^>) (Ns -f- 'F) = 0, 

0 et W étant, comme H, K, L, M, N, deux fonctions connues de æ, y, z, p, q. 
Remarquons toutefois qu’elles peuvent être imaginaires : ce sont les deux 
racines de l’équation 

X2 4_2KX-+-HL — MN = 0. 

Sous la forme (7), nous avons immédiatement les deux systèmes de géné- 
ratrices 

l Nr-hL = H-(Ns4-^), i Nr-4-L = tx(Ns-h'F), 

J N/+H = ^(Ns4-¥), 1 N/-i-H = i(NsH-'I>); 

( t*- l ' H- 

il nous reste à écrire que la droite 

rdx-\-sdy = dp, sdx tdy dq 

appartient à l’un de ces systèmes. Pour qu’elle appartienne au premier 
système, il faut et il suffît que l’on puisse déterminer (jl de manière à avoir les 
proportions 

(\o\ — yp — > 

^ ^ N [xH — U*’ 

pour qu’elle appartienne au second système, il faut et il suffît qu’on puisse 
déterminer tx de manière à avoir les proportions 

ril', 

^ ^ N — [xN |x‘I’ — L (xH — <1> 

(le système ( 11) se déduit de (10) par permutation de 4> et 

Si nous éliminons |x entre les équations (10), ou encore entre les équations 
(11), nous obtenons respectivement les deux systèmes 
, ( Nc//?-4-Lda?-h0dÿ=O, 

( Nd7-4-M''dæ-hHd// = 0, 
et 

( Nc(/;-|-Ldæ-i-'rd^ = 0, 

^ ^ ( ]Sdq-h^dx-hHdy = 0, 

qui complétés chacun par l’équation dz—pdx-\-qdy^ nous fournissent les 
deux systèmes de caractéristiques du premier ordre ('). 

Signalons brièvement les résultats suivants, d’ailleurs intuitifs : 

1° Chaque surface intégrale peut être engendrée par une famille à un para- 
mètre de multiplicités caractéristiques du premier système ou par une 
famille à un paramètre de multiplicités caractéristiques du second système. 
2® Si l’on fait une transformation de contact 

X = X(x, y,z, p, q) Q:=Q(x, y, z, p, q), 


(*) Tout ce calcul suppose esseutiellement N^O. Le cas N = 0 est examiné au n® 285. 
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notre équation qui se distingue par la propriété de posséder deux systèmes 
de multiplicités caractéristiques du premier ordre se transformera en une 
autre équation jouissant de la même propriété, donc en une nouvelle équation 
de Monge-Ampère. 

Par ces propriétés, la théorie de ces équations spéciales se présente comme 
un prolongement direct de la théorie des équations du premier ordre. 

Insistons maintenant sur une différence essentielle. 

Dans le cas des équations du premier ordre, les quatre fonctions y, 2 , />, q 
de la variable x vérifiaient, le long d’une multiplicité caractéristique, un 
système comprenant l’équation finie F = 0 et trois équations différentielles. 
Les multiplicités caractéristiques dépendaient donc de trois constantes. 

Dans le cas actuel, entre les quatre fonctions y, z, q àe x nous n’avons 
plus que trois équations. Ainsi donc, l’une de ces quatre fonctions peut être 
déterminée arbitrairement. Par suite, les multiplicités caractéristiques de 
chaque système dépendent d'une fonction arbitraire de x (ou plus générale- 
ment, d’une fonction arbitraire de la variable choisie pour spécifier un élément 
quelconque sur une multiplicité caractéristique déterminée). 

28d. Types particuliers d’équations de Monge-Ampère. — 1° 11 peut 
d’abord arriver que, pour chaque système de valeurs a?, z, />, r/, notre 
équation en r, s, t représente un cône. Les deux systèmes de génératrices et 
par suite aussi les deux systèmes de multiplicités caractéristiques dégénèrent 
alors en un seul. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que^l’on ait 

K2 + MN — HL = 0 

(de manière que <!> = ¥). 

Ce cas, dans lequel on dit que l’équation est du type parabolique^ sépare 
évidemment celui où les multiplicités caractéristiques des deux systèmes sont 
réelles (type hyperbolique) et celui où ces multiplicités sont imaginaires (type 
elliptique) (^). 

2® Un autre cas digne d’attention est le cas où N = 0. La quadrique repré- 
sentée par l’équation donnée dans l’espace r, s, t se réduit alors à un plan. 
Cependant, on trouve bien encore deux systèmes de multiplicités caractéris- 
tiques en écrivant que les équations 

( Hr-4-2Ks-f-L/-hM=:0, 

< rdx -4- sdy — dp = 0, 

( sdx-htdy — dq=0, 

sont dépendantes. Cette dépendance se traduit d’abord par la condition (déter- 
minant principal) 

H 2K L 

dx dy 0 =0, 

0 dx dy 

(1) L’équation n’est pas nécessairement du même type pour tous les éléments de contact 
d’ordre un qu’il soit possible d’imaginer. 
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OU 

(12) — ^Kdxdy -h Lrfæ* = 0, 

ênsuite par la condition (déterminant caractéristique) 



H 

2K 

— M 


(13) 

dx 


dp 

= 0 


0 

dx 

dq 



de réquation (12) on tirera deux valeurs possibles ^ (‘) 

( 12 ') dy=.<idxy ( 12 ") dyzzz^dx, 

a et P étant des fonctions connues de a?, z, />, q. En portant Tune de ces 
valeurs dans (13), nous aurons par exemple 

(13') («H-2K)g-Hg_M = 0; 

les équations (12') et (13') complétées par 

( 11 ) dzzzzpdx-^qdy 

définissent la première famille de caractéristiques; on aurait la seconde en 
changeant a en p. 

Un cas plus particulier encore est celui des équations 
Hr 4- 2Ks -f- Lf 4- M = 0, 

où H, K et L sont des fonctions de x .et y seuls. On peut, dans ce cas, intégrer 
réquation (12). 

Î 286 . Relation entre une intégrale intermédiaire éventuelle et les carac- 
téristiques. — Soit une équation de Monge- Am père choisie de façon à 
admettre une intégrale intermédiaire 

(15) <p[A(x, y, Z, P, q), B(x, y, z, p, q)]=0; 

pour chaque choix de la fonclion cp, nous connaîtrons donc une équation du 
premier ordre dont les solutions satisferont à la proposée. D’après la manière 
même dont nous avons défini les caractéristiques, il est clair que les multipli- 
cités caractéristiques de toute équation (15) seront aussi des multiplicités 
caractéristiques de la proposée. On rend ainsi plus tangible, sur cet exemple, 
l’intervention d’une fonction arbitraire dans les équations des caractéristiques. 

Cela posé, il est intuitif (et nous l’admettons) que l’un des systèmes de 
multiplicités caractéristiques de l’équation étudiée sera épuisé par celles de 
toutes les équations qu’on obtient en choisissant arbitrairement la fonction cp. 


(•) Si a et sont réels, on aura encore une équation du type hyperbolique, 
a et ^ — confondus, — parabolique, 

a et P — imaginaires, — elliptique. 
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On prévoit en outre que A et B seront deux intégrales premières du système- 
différentiel qui définit ces caractéristiques : en effet toute caractéristique- 
appartient à une infinité d’équations de la forme cp(A, B) =0, c’est-à-dire que 
sur toute caractéristique A et B vérifient une infinité de relations, ce qui ne peut 
évidemment arriver que si A et B restent constants sur cette caractéristique, 
autrement dit si A et B sont des intégrales premières du système différentiel 
considéré. 

On déduit de ces considérations la marche à suivre pour rechercher si une 
équation de Monge-Ampère admet une intégrale intermédiaire dépendant d’une 
fonction arbitraire : il faut pour cela et il suffit que l’un des systèmes diffé- 
rentiels qui définissent les caractéristiques admettent deux intégrales premières 

A(a:, (/, Z, /), 7 ) = C‘% B(x, y, z, p, q) = C‘°. 

Lorsqu’il en est ainsi, l’intégration de l’équation proposée est ramenée à 
celle de l’équation du premier ordre 

B=.}(A). 

Sans insister davantage, nous allons montrer sur deux exemples comment 
on cherche pratiquement à diriger l’intégration. 

I. Intégrer Véqmtion 

rx^ -h 2sxy = 

Dans l’espace (r, s, i), cette équation représente un pjan. On obtient les caractéris- 
tiques en écrivant que la droite 

rdx -h sdy = dp, sdx -4- tdy = dq 
appartient à ce plan, ce qui donne les deux conditions 

xMy^ — 2xydxdy -p = 0 , 
x^dpdy -P y-dqdx = 0. 

La première se réduit à 

xdy — ydx = 0. 

Il n’y a donc qu’un système de caractéristiques (équation du type parabolique),, 
défini par les équations 

xdy — ydx ~ 0, x^dpdy -P f^dqdx = 0, dz ■— pdx — qdy = 0. 

En tenant compte de la première on peut écrire la seconde 

xdp-\-ydq = 0, 

et l’on aperçoit alors les deux combinaisons intégrables 

= d{z — px — qy) = 0. 

L’équation proposée est donc équivalente à l’équation du premier ordre 

Z— px — 7y = cp(|), 
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où figure une fonction arbitraire, cp. L’intégration de cette équation ne présente pas 
de diftîculté, mais on arrive plus vite au résultat en observant que l’équation 


d(p+|<l) = 0 

est aussi une combinaison intégrable du système différentiel des caractéristiques. 
On peut donc écrire, ^ désignant une nouvelle fonction arbitraire, 


et par suite 




On a ainsi, sous forme explicite, l’intégrale générale de l’équation proposée. Cette 
équation, on le voit maintenant a posteriori, peut être ramenée, par le changement 
de variables 

x = u, y — uv. 


à la forme 




0 , 


dont l’intégration est immédiate. 

11, Intégrer Véquation 

rt — s'^ = pqs. 

On obtient les caractéristiques en écrivant que, dans l’espace (r, s, t), la droite 
rdx -h sdy = dp, sdx -f- tdy — dq 
est située sur la quadrique 


rt — s- = pqs. 


ce qui donne les deux systèmes différentiels 

^ dp = 0,' dq-}-pqdx — 0^ Cdq = 0, dp-hpqdy~0, 

I dz — pdx — qdy = 0 ; ( dz — pdx — qdy ~ 0. 

L’équation proposée est donc du type hyperbolique. 

Chacun des systèmes ci-dessus fournit une intégrale intermédiaire dépendant d’une 
fonction arbitraire, que nous écrirons sous la forme 

logq -r px (/>), logp + qy = (q). 

Lorsque les deux systèmes de caractéristiques supposés distincts fournissent chacun 
une intégrale intermédiaire de cette sorte, 

"(a-, y, î, P, q)=f[u{ic, y, Z, P, (y)], u,(x, y, z, p, </) = ^K(x, y, z, p, </)], 

on continue l'intégration de la façon suivante. On pose 

= Ui = P, U = ?(a), Ui=:+(p); 

au. moyen de ces quatre équations, on peut exprimer les variables x, y, z, p, q en 
fonction de a, p et de l’une d’entre elles ou d’une autre variable auxiliaire. L’équation 

• dz — pdx — qdy = 0 

devient alors une équation à trois variables : on démontre qu’elle est complètement 
intégrable. En adjoignant son intégrale aux quatre équations précédentes, on aura 
un système de cinq équations pour déterminer x, y, z, p et q en fonction de a et p. 
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Dans le cas présent, posons 

p = «. '/ = P; 

on aura x = 0i(a) — y = 0^ (p) — • 

L’équation dz — pdx ^ qiy ~0 s'écrit alors 

dz — aO; ( a) d a - pO^(P) d P + !2|Ê d a d P — — ^ = O, 

et il est clair que cette équation est complètement intégrable. Pour avoir des formules 
débarrassées de signes de quadrature, posons 

ei(a) = 9 '(a), 0,(P) = y(p); 

on aura finalement, pour l’intégrale générale, 

x==ç'(a)— -logP, y = 4,'(p) — iloga, 

Z = af' (a) — f(«) + py (P) — (p) -I- ioga log P — logop. 


Laini^, Anal., II. 
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EXERCICES SUR LE LIVRE V 


1 . Étant donnée une équation aux différentielles totales complètement intégrable 
( 1 ) — 

où P, Q, U sont des fonctions homogènes de x, y, z, du même degré d’homogénéité, 
démontrer que l’expression 

_ 1 
^ Poj -h Qy -+- \\z 

est un facteur intégrant pour l’équation (1) à moins que Pa? -t- Qy -f- ne soit nul. Dans ce 
dernier cas les surfaces intégrales de l’équation (1) sont des cènes qui s’obtiennent par 
rintégration d’une équation différentielle du premier ordre. 

Application. — Montrer que les courbes gauches définies par les équations 

x'i -1- y2 ^.2 — xyz^ = 6, 

où a est une constante donnée, a et 6 des paramètres variables, sont les trajectoires 
orthogonales d’une famille de surfaces, et trouver ces surfaces. 

{Paris f l’pr. écr.^ D* quest.) 

2. Soient Ox, Oy, Oz trois axes de coordonnées rectangulaires, M un point d’une surface S, 
T le point où le plan tangent en M rencontre l’axe Or. 

1” Trouver l’équation des surfaces S telles que OM = OT. 

2° Déterminer les surfaces S qui passent par l’hyperbole x= i, 2yz = 1. 

3® Démontrer qu’il existe une infinité de surfaces S tangentes à un plan quelconque P, 
et qu’il en existe une qui est tangente au plan P en tous les points d’une courbe. 

On remarquera, pour l’intégration, que l’équation aux dérivées partielles se décompose 
en deux équations linéaires en p et q, 

{Paris, épr. écr., quest.) 

3 . Étant donnés trois axes rectangulaires Ox, Oy, Or, trouver les surfaces S telles que la 
distance d’un point M au plan des xy soit égale à la distance du point O au plan tangent 
en M. Montrer que les courbes caractéristiques situées sur une surface S sont les lignes 
conjuguées des sections planes de cette surface par des plans parallèles au plan des xy. 
Trouver les surfaces S passant par la circonférence r = /i, x2-+*y2 = R*. 

{Paris, épr. écr., quest.) 

4 . Soient Ox, Oy, Or trois axes de coordonnées rectangulaires, M un point d’une surface S, 
N le point d’intersection de la normale en M avec le plan xOy. On demande de déterminer 
les surfaces S telles que la longueur MN soit égale à la distance du point N à l’axe Oy. 

Trouver les surfaces de cette espèce qui passent par le cercle représenté par les deux 
équations r = 0, x* -h y^ — 2x = 0. 

Démontrer que les caractéristiques sont des lignes de courbure des surfaces S et que la 
seconde famille de lignes de courbure est formée de courbes planes dont le plan passe par 
l’axe Oy. 
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N. B. — Pour intégrer l’équation aux dérivées partielles des surfaces on pourra 
commencer par démontrer que les caractéristiques sont des courbes planes dont les plans 
sont parallèles à l’axe 0^. 

(Paris, épr. écr., U® quest,) 

5. 1® Intégrer l’équation aux dérivées partielles 

(qy — px) (x* — y 2 ) -f- 2z(x^ y^) = 0. 

2® Déterminer la fonction arbitraire d’intégration de manière que les caractéristiques 
forment une famille de lignes asymptotiques de la surface. Donner dans ce cas la seconde 
famille de lignes asymptotiques. 

3® Les surfaces ainsi définies dépendent encore d’une constante arbitraire k. Déterminer 
les trajectoires orthogonales de cette famille de surfaces (on se bornera à la projection sur 
le plan des xy). 

(Alger, épr. écrite.) 


6. Soit S l’enveloppe des sphères 2 

(x — a)2 4- (y ~ p)2 4 - == R2, 

où a et P sont deux paramètres variables, et R une fonction positive de a et p. 

1“ En un point M où la sphère 2, correspondant aux valeurs a, p des paramètres, touche S, 
on mène la normale qui rencontre les plans de coordonnées xOy, yOz et zOx aux points 
A, B, G respectivement. 

On demande d’exprimer AB, ÂC au moyen de a, p, ces segments étant comptés 

‘OC t P 

positivement dans le sens de A vers M. 

2® Démontrer qu’on peut toujours déterminer par une quadrature toutes les surfaces S 
telles qu’il existe entre les segments ÂB et ÂC et R une relation donnée de forme arbitraire 

F(Â~B, ÂC, R) = 0. 

3® On demande à' quelles conditions doivent satisfaire les deux fonctions ^(R) et ^|>(R) 
pour qu’il existe une surface S telle que les segments ÂB et ÂG vérifient les deux relations 

ÂB = cp(R), ÂG=<;;(R). 

4® Déterminer les surfaces S pour lesquelles on a 

ÂG = R4-a, AB = m(R4-a), 

a et m étant des constantes données, et indiquer un mode de génération de ces surfaces. 

(Paris, épr. ccr,, U* quest.) 


7. La normale MP en un point M d’une surface rencontre le plan .rOy en P. 1® Déterminer 
les surfaces S telles que MP=:OP, 2® Ligues de courbure de ces surfaces. 3® Montrer que, 
si l’on choisit une surface S particulière, le point P décrit une courbe du plan des xy; 
[léterminer la surface de telle sorte que cette courbe ait pour équation x = logy. 

(Alger, épr. écr., 2* quest.) 

8. Intégrer l’équation 

y2 

^P4-3y9=4^-^. 

Chercher les surfaces intégrales de cette équation sur lesquelles les caractéristiques sont 
les lignes asymptotiques. 

Plus généralement on considère l’équation 

xp 4- 3yç =f(x, y), 

)ù f(x, y) est une fonction donnée de x et y. A quelle condition doit satisfaire / pour que 
îette dernière équation admette une famille de surfaces intégrales dépendant d’un para- 
nètre variable et telles que les caractéristiques soient des lignes asymptotiques pour ces 
mrfaces. Montrer que, si la condition est remplie, la famille de surfaces s’obtiendra par 
les quadratures. 


(Bordeaux, épr. écr., 2* quest.) 
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9. 1® Déterminer les fonctions u{x, y) telles que l’expression — __ . jdx + « dy) soit une 

y VI -H 

différentielle exacte. 

2® La fonction u est définie par une relation implicite F(a;, y, u)=:0 dépendant d’une 
fonction arbitraire 9. Montrer que, quelle que soit celle fooclion 9, les courbes intégrales 
de l’équation différentielle 

(E) = 

sont des circonférences (C) ayant leurs centres sur l’axe Ojc. En déduire l’intégrale géné- 
rale do l’équation (E) et montrer que les trajectoires orthogonales s’obtiennent par une 
quadrature. (On suppose les axes de coordonnées rectangulaires.) 

3® Achever les calculs en choisissant d’abord la fonction arbitraire de façon que l’on ait 
U — 0 le long de la parabole y2 = 2jr. 

{Paris, épr. écr., D® quest.) 

10. Soient O-c, Ov, 0^ trois axes de coordonnées rectangulaires, et D une droite du plan 
des xy parallèle à Ox, représentée par les équations z = 6, y ~ h. 

D’un point quelconque M de l’espace on abaisse la perpendreulaire MP sur D et la perpen- 
diculaire MQ sur Or. On demande l’équation générale des surfaces S telles que le plan 
langent en un point quelconque M de l’une d’elles soit parallèle à la droite PQ corres- 
pondante. 

Démontrer qu’il existe une infinité de surfaces de cette espèce, dépendant de deux 
constantes arbitraires, qui sont des surfaces développables. 

Trouver la relation qui lie les coefficients angulaires du plan tangent à l'une de ces 
développables. Peut-on choisir les constantes dont dépendent ces surfaces développables 
de façon que l’aréte de rebroussement soit une hélice? 

{Paris^ épr. écr,, D® qaest.) 


11. On considère la famille de surfaces S représentées, en coordonnées rectangulaires, 
par l’équation 

oî (x2 -H y'i -h z-^) -h Cy2 = 0, 


où G désigne une constante arbitraire. 

On demande l’équation des surfaces qui coupent orthogonalement en chacun de leurs 
points la surface S qui passe par ce point. Démontrer qu’il existe une famille de sphères 
dépendant d’un paramètre, qui satisfait à celte condition. 11 existe une autre famille de 
surfaces Sj formant avec les surfaces S et Sj un système triplement orthogonal : trouver 
celte famille de surfaces S2. 

{Paris, épr. écr., D® quest.) 


12. On considère les cènes donnés en coordonnées rectangulaires par l’équation 
{x — xo)- H- (y — yo)^ = (3^5 -+- y?) — 0 ^ 

dans laquelle x^ et y„ sont deux paramètres : 

1® On demande de former l’équation aux dérivées partielles du premier ^Mrc E qui 
admet ces cènes pour surfaces intégrales. 

2® Etfectuer le changement de variables et de fonction défini par les relations 

X=p, Y = g, z~px-\-qy-^z 

et former ainsi l’équation aux dérivées partielles du premier ordre qui définit Z comme 
fonction de X et Y. 

3® Expliquer pourquoi E^ se décompose en deux équations linéaires, et intégrer ces deux 
équations. 

{Paris, épr. écr., D* quest.) 


13. 1® Étant donnée l’expression 

(1) P(x, y, z)dx-hQ(x, y, z)d[y y, z)dz. 
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ou P, Q> R sont trois fonctions connues de a?, y, z, démontrer qu’il existe une infinité de 
fonctions /(», y) des variables x et y telles que, si l’on remplace, dans l’expression (l), 
Z par f{Xj y) et dz par df, on obtient une dilTérentielle exacte. Expliquer comment on 
peub arriver à la condition à laquelle doit satisfaire la fonction / en appliquant la formule 
de Stokes à une courbe'ferinée située sur la surface S représentée par l’équation z = /{x, y), 

2" Si /(X, y) = G est une solution du problème quelle que soit la constante G, toutes les 
autres solutions s’obtiennent par une quadrature. 

3" Lorsque l’équation 

(2) V dx -h Qdy -h R dz — 0 

N 

est complètement intégrable, toutes les surfaces S se déterminent sans aucune intégration 
quand on connaît l’intégrale générale F(x, y, z) = G‘® de l’équation (2). 

4” Déterminer les surfaces S dans le cas. particulier où l’on a 

P = 2x{/^ — ^2) _ 6xyr, Q = Sz(y2 — x^), l\ = 0, 

et prouver que ces surfaces S sont engendrées par des courbes T qui coupent orlhogona- 
lement une famille de surfaces S dont on demande l’équation (les axes de coordonnées sont 
supposés rectangulaires). Indiquer une représentation paramétrique des courbes F. 

(Paris, cpr. écr., F® qaest ) 

14 . Soit, en axes rectangulaires, xy — az l’équation d’un paraboloide hyperbolique. D’un 
point M(x, y, z) on abaisse une droite D perpendiculaire sur le plan polaire du point M 
par rapport au paraboloide. Quelle est l’équation aux dérivées partielles des surfaces S 
telles que si M est un point de l’une quelconque de ces surfaces S, le plan tangent 11 en M 
à S contienne la droite D correspondant à M. Intégrer cette équation. Courbes caractéris- 
tiques. Déterminer la surface intégrale de façon qu’elle contienne la droite x -t- y = 1, 
z = b(x — y) (6 const.). Lignes asymptotiques de la surface particulière ainsi obtenue. 

(Lyon, épr. dcr.) 

15 . Soient p et q’ies dérivées partielles premières d’une fonction z des variables x et y, 
P, Q celles de la fonction Z de X et Y qu’on déduit de la précédente en posant 

x2 = X, y2 = Y, ;2 == z. 

Évaluer p, q en fonction de P, Q, X, Y, Z. Appliquer cette transformation à l’équation 
aux dérivées partielles 

(e) xy7(2 — px — qy)2— p.^. 

Soit (K) l’équation transformée, qui appartient à un type classique. Intégrer cette équa- 
tion, montrer qu’elle admet une intégrale singulière, indiquer comment sont constituées 
les multiplicités caractéristiques. En déduire’les résultats correspondants dans l’étude de (c). 

Faire l’étudo directe de l’équation (e) en montrant d’abord qu’elle possède certaines 
surfaces intégrales du second ordre 

A ^ B ’ 

où A, B, G sont des constantes choisies de manière à satisfaire à une relation de forme 
convenable F (A, B, G) = 0. 

Écrire le système ditîerentiel qui définit les rnultipiicités caractéristiques de (e). Intégrer 
ce système. 

(Poitiers^ épr. th.) 

16 . 1. — Soient dans un plan deux axes rectangulaires Ox, Oy. On donne une fonction 
a(x, y), définie et continue ainsi que Ses dérivées premières à l’intérieur d’une courbe 
fermée sans point double F. 

Soit G une courbe fermée sans point double quelconque, intérieure à F; un sens positif 
et une origine des arcs ayant été choisis sur G, on désigne par s Fabscisse curviligne d’un 
point P(x, y) du contour G et par V l’angle de la demi-tangente positive eu P et de la demi- 
droite PU dont l’angle avec Ox est u(x, y) : 
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1° Transformer l’intégrale curviligne \ — J^ 


cosVds on une intégrale double étendue à 


l’intérieur du contour G (on précisera le sens de parcours adopté dans l’intégration le long 
du contour); 

2® Comment faut-il choisir la fonction « pour que I soit nulle quelle que soit G? Que peut- 
on dire alors des lignes qui en chacun de leurs points M sont tangentes à la direction MU 
correspondant à ce point; 

3" U étant définie par l’équation implicite 


X sin U — y cos u = 1 , 

et G étant une courbe fermée sans point double quelconque, telle que les directions Püi, 
Püg correspondant à l’un quelconque de ses points soient réelles et distinctes, on appelle 
PU l’une des directions PUi, PÜ 2 , et l’on suppose que les diverses positions de PU forment 

une suite continue lorsque P parcourt G. Calculer l’intégrale curviligne jT cosVds. 

II. — Étant donnés un cylindre de révolution indéfini et un point A de sa surface S, on 
considère toutes les hélices tracées sur S et passant par A. 

1° Démontrer que toutes les tangentes (D)‘de toutes ces hélices peuvent être considérées 
comme les normales d’une même surface E; 

2° Déterminer les lignes de courbure de E et les rayons de courbure principaux en un 
point M de X ; 

3“ Soient G une courbe fermée sans point double, dont tous les points sont extérieurs au 
cylindre donné, V l’angle de la tangente à G en un de ses points avec une droite (D) 
passant par P; on suppose que lorsque P décrit une fois d’une manière continue le contour 
G à partir d’une position initiale Pq, (D) varie d’une manière continue (avec discontinuité 


éventuelle en Pq). Calculer / 
Je 


cos Vds. 


N. B. — Les doux questions sont indépendantes l’une de l’autre. Cependant il est recom- 
mandé de ne traiter la troisième partie de 11 qu’après avoir traité 1 en entier. 

{Grenoble, épr, th,) 


17 . Soient Ox, Oy, Or trois axes de coordonnées rectangulaires. Former l’équation aux 
dérivées partielles des surfaces S telles que le point O soit équidistant d’un point quelconque 
M de l’une des surfaces S et du point d’intersection de la normale en M à la surface S avec 
le plan xOy. Trouver et définir géométriquement une intégrale complète. Intégrer le sys- 
tème différentiel des caractéristiques et les définir géométriquement. Une courbe caracté- 
ristique peut-elle être ligne asymptotique ou ligne de courbure d’une surface S? 

{Lille, épr. écr,, 2" quest.) 


18 . On considère un système d’axes rectangulaires. 

1" Vérifier que les surfaces intégrales S de l’équation aux dérivées partielles (E) du premier 
ordre 

(1 +p- -4- 9“) {^y — ax) — {px -H çy _ -) [p(6 — y) — g (a — a;)] = 0 

jouissent de la propriété suivante ; sur une surface S, les courbes G le long desquelles le 
plan tangent à S demeure à une distance constante de l’origine sont aussi les coujrbes de 
contact des cônes circonscrits à S ayant leurs sommets sur la droite D 

x=ay y — h. 

2° Montrer, sans calculs, que l’équation (E) admet comme intégrale complète une famille 
de cônes ayant leurs sommets sur D et que les courbes G relatives à toutes les surfaces inté- 
grales de (E) sont les courbes d’un complexe. Achever l’intégration de (E). Que peut-on dire 
encore des courbes G? 

3® Transformer l’équation (E) par la transformation définie par les relations 
cd'==p, y' — qy r' pa? -4- gy — r. 

La nouvelle équation (E') que l’on obtient ainsi est linéaire. Intégrer (E^ et montrer quelle 
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est la relation géométrique entre la congruence caractéristique de cette équation et l’intégrale 
complète de (E) précédemment trouvée. 

{Dijoiit épr. th.) 

19. On donne un plan P et dans ce plan une droite x'x. Soient une surface S, un point 
quelconque M pris sur S, la normale en M, MI, limitée au point de rencontre I avec P, et la 
perpendiculaire IH sur x'x. 

On demande de trouver les surfaces S telles que MI = HI. 

On est conduit à une équation aux dérivées partielles du premier ordre. Des considérations 
géométriques simples permettent d’avoir une intégrale complète. Pour l’obtenir par le 
calcul, il sera commode de prendre une nouvelle fonction z' définie par z' = x'^ ■+■ -+■ 

Caractéristiques et développables caractéristiques. 

Intégrale générale. Y a-t-il une intégrale singulière? 

Surface intégrale passant par la parabole 

/c, z- — 2 uaî — a = 0 

(k, U et U sont des constantes). 

Surface intégrale inscrite dans la surface 

4j(x2 -4- ;*) — — y = 0 ; 

courbe de contact. 

Nota, — On prendra des axes rectangulaires, l’axe des y dans le plan P. 

{Nancy ^ épr, écr., 2* quest.) 


20. On considère l’équation aux dérivées partielles 

(E) px-h'qy = fiv, 2 ), = v=zp^-hq^y 

1® Montrer que sur chaque surface intégrale de (E) les courbes conjuguées des courbes 
caractéristiques sont situées dans des plans parallèles. 

2®‘Déterininer la fonction /(u, z) de manièreKque les courbes caractéristiques de (E) soient 
des lignes asymptotiques des surfaces intégrales. On trouvera pour (E) deux formes pos- 
sibles : la première (E^) renfermera 2 sous une forme simple ; pour la seconde (E^) on trouvera 

/(U, 2 ):::=V(U)?( 2 ), 

OÙ V(ü) est une fonction bien déterminée de v et 9 ( 2 ) une fonction arbitraire de z. 

3® Indiquer une intégrale complète de (Ej); faire connaître une propriété géométrique des 
cônes circonscrits aux surfaces intégrales de (E,) et ayant leurs sommets sur Oz. 

4® Choisir 9 ( 2 ) de manière que l’équation (E.)) correspondante possède une infinité de 
surfaces intégrales S dépendant d’un paramètre arbitraire et qui soient toutes des hélicoides 
d’axe O 2 et de môme pas. 

5® Calculer la courbure totale de S en un point M situé à une distance r de O 2 . 

{Poitiers, épr, th., D® quest.) 

21. Ox, Oy, O 2 étant trois axes rectangulaires, à un point M de coordonnées (æ, y, 2 ) on 
fait correspondre le plan P représenté par l’équation 

y{X — x)-i-x(X — y)-hk{x, y) (Z — 2 ) = 0, 

k ne dépendant que de x et y. Soit T une courbe gauche telle que le plan osculateur en 
l’un quelconque de ses points coïncide avec le plan P associé à ce point, et soit y la projec- 
tion de r sur le plan crOy. 

1® La fonction /c (a;, y) étant supposée donnée, former l’équation dilTérentielle à laquelle 
satisfont les courbes y. (On vérifiera que par un point quelconque du plan a:Oy passent deux 
courbes y, soient y^ et y 2 ). 

2® Déterminer la fonction k{x, y) de manière qu’il existe des surfaces S dont toutes les 
lignes asymptotiques soient des courbes V. Cela fait : 

a. Trouver les surfaces S pour lesquelles les courbes y^ et y 2 soient constamment con- 
fondues. 
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b. Trouver les surfaces S développables. 

(Traiter a et 6 indépendamment l’un de l’autre.) 

3° Détermine^ k(x, y) de manière que yi Ï 2 soient constamment orthogonales; en par- 
ticulier, de manière que les courbes soient des cercles de centre O et les courbes y.) 
leurs diamètres. 

(Poitiers, épr. écr., 1'® quest.) 


22. Soient 

X = aZ a, Y = 6Z -+- 

les équations d’une droite en coordonnées cartésiennes rectangulaires. 
1“ Montrer qu’il e.xiste pour tous les complexes 


P = a/(a, 6) -f- g (a, b), 

quelles que soient les fonctions arbitraires / et g, des surfaces développables dont les nor- 
males appartiennent au complexe. 

2® Comment pourrait-on déterminer ces surfaces développables? 

3" Trouver les surfaces développables dont les normales appartiennent au complexe 


g — 6a -f- 1 
V 1 H~ b^ 


const. 


4® Trouver toutes les surfaces S dont les normales appartiennent au complexe précédent. 
[On transformera, à défaut d’autre méthode, l’équation aux dérivées partielles des surfaces 
S eu introduisant, au lieu des coordonnées cartésiennes (x, y), les coordonnées polaires (p, w)]. 

5® Montrer que ces surfaces S sont égales aux surfaces qui leur sont parallèles. Que peut- 
on en conclure relativement à leurs lignes de courbure? 


(Toulouse, épr. th.) 
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1 . On considère : 

i** une fonction f{z) méromorphe à l’intérieur d’un contour simple C et ne s’annulant pas^ 
sur G; 

2® une fonction ziz) holomorphe à l’intérieur de G et sur le contour lui-méme. 

f'iz) 

Démontrer que les pôles de la fonction qp(j) à l’intérieur de G sont les zéros et les 
pôles de /(;). En déduire la formule suivante, duc à Gauchy, 


dj = s m î («i) - ï n T ( W, 

où cLi est un zéro d’ordre m et un pôle d’ordre n, la sommation étant étendue h tous les 
zéros et à tous les pôles de/(;) intérieurs au contour G. 


3, Démontrer que les zéros d’une fonction holomorphe sont isolés, c’cst-ù-dire qu’il existe' 
un nombre r>0 tel que le cercle de rayon r ayant pour centre l’un quelconque des zéros 
de la fonction laisse tous les autres à l’extérieur. 

En déduire qu’une fonction méromorphe dans une région finie du plan n’y possède qu’un 
nombre Uni de zéros et do pôles. 


3. Démontrer que si f{z) est une fonction entière qui ne s’annule pour aucune valeur 
de Z, on a 

G(;) désignant une autre fonction entière, 

4 . Démontrer qu’une fonction /(r), méromorphe dans tout le plan, et pour laquelle le- 
point à l’inflni est un pôle ou un point ordinaire, se réduit à une fraction rationnelle. (On. 
établira d’abord que les pôles de f{z) sont en nombre limité.) 

5. Gonsidérons une suite illimitée 

^*2» • • •» • • ♦ 

telle que la série soit absolument convergente, et une seconde suite 

Al, k-y-, , . A»u • . • 

dont tous les termes sont inférieurs en module à un nombre fini. Démonlrer que la série* 
A • 

de terme général — est absolument et uniformément convergente dans tout domaine 

? * 

ne contenant aucun des points ai. ces points étant supposés isolés. 


fD Ges exercices sont spécialement destinés aux candidats à l’Agrégation. On y trouverai 
en particulier les éléments de la théorie des fonctions elliptiques. 
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Plus généralement, associons à chaque point an un développement de la forme 


Rn(^) = 



{Z — On)* 


A 


m 

n 


{Z — an)»" 


tel que : 

les modules | aJ | forment un ensemble borné; 

2 ® le nombre des fractions élémentaires qui llgurent dans chacun des développements 
Rnf 2 ) soit inférieur à un entier déterminé. 

Démontrer qu’à tout développement Rn(^)i pour lequel an ^ 0 , on peut faire correspondre 
un polynôme Pv(2) do degré v — 1 tel que la série [Rn(^) — Pv(r)] soit absolument et uni- 
formément convergente dans tout domaine ne contenant aucun des points ai. 

En déduire qu’il existe une fonction /(i), méromorphe dans tout le plan, admettant pour 
pôles les points ai avec les parties principales Rt(*) (théorème de Mittag-Lkffler). Former 
l’expression la plus générale de la fonction /(2). 


6 . Soit/(c) une fonction entière dont les zéros 


d’ordres 


J • • « y 

ocnt • • •» 


respectivement, forment une suite illimitée. Démontrer qu’à tout nombre an on peut faire 
corrospondro un entier positif v tel que la série 



soit absolument et uniformément convergente dans tout domaine ne contenant aucun point 
On. En déduire (théorème de Weieustrass) qu’on peut exprimer f{z) au moyen d’un produit 
infini de la forme 


/(^) 


06 / -N*» 

„_l\ an/ 



G(r) désignant une fonction entière. 

[On posera /(.') = ^”‘9 (-)» 9 (-) désignant une fonction entière non nulle à l’origine, puis, 

/ /-\ 

après avoir appliqué le théorème de Mittag-Leffler à la fonction méromorphe 

calculera l’intégrale / 

t/o ^ \ 


7 . Soient a, [i, y Irois coefficients réels tels que 

a > 0 , f ;-2 — ay < 0 . 

On considère la série double de terpie général 

1 ^ 

(a rrïl -h 2 ^mim .2 4 - ym*)^* 


où l’on donne à et m.2 toutes les valeurs entières, positives ou négatives, à l’exclusion 
de la seule combinaison — ^2 = 0 , p désignant un nombre positif. Montrer que le 

mf -h mî 

rapport — r. reste borné : on peut donc, au point de vue de la convergence, 

am^ 4- 2(imim2 4 -ym.j 


remplacer l’étude de la série par celle de la série 1 — tT — î\p 

série est convergente pour p >• i, divergente pour p^ 1. 


En déduire que la 
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Soient alors et to .2 deux constantes telles que ^ ne soit pas un nombre réel. On pose 


w = 2mj(Oi -h 2m2 0)2. 


Démontrer que la série double 6®! convergente pour X>2 (l’accent indiquant que 

l’on exclut de la sommation la seule combinaison mi = 0, m .2 = 0). En déduire la conver- 
gence des séries 


r « n 

y' ( ' -f- ^ - 1 - “ 'l 

L(u — ia)~ lü-J’ 

^ \u lü lU w'^j 


et du produit infini 

U désignant une variable complexe. Montrer que séries et produit infinis sont miformémcnt 
convergents dans tout domaine de variation de u ne contenant aucun des points w. 


8. Soient Ox un axe orienté quelconque, a et 6 deux longueurs données. On considère 

tous les points d’abscisses et m.) désignant deux entiers positifs au plus 

égaux à n. Démontrer qu’on peut prendre n assez grand pour que, e étant une longueur 
arbitrairement petite, deux au moins des points obtenus soient distants d’une longueur 
inférieure à e. 

En déduire que toute fonction analytique uniforme qui admet deux périodes distinctes^ 
2aji et 2 w 2 , dont le rapport est un nombre réel, se réduit nécessairement à une constante. 
(On dit que n périodes données 2fi)i, 2(t>2, 2t»)rt sont distinctes s’il est impossible de 
résoudre en nombres entiers non tous nuis l’équation 

(0| -i- 3^2 a>.> -t- ... -h x,i o)n = 0.) 

Démontrer de même que toute fonction analytique uniforme qui admet plus de deux 
périodes distinctes se réduit nécessairement à une constante. 

9. On nomme fonction elliptique toute fonction méromorphe doublement périodique. 

Soient 2a)i et 2 ü) 2 les périodes d’une fonction ellipitque fin), A et B les afflxes de 2^)^ et 

2(02, enfin OABG le parallélogramme construit sur OA et OB. Nous supposerons constam- 
ment dans la suite que le contour OABG est décrit dans le sens direct, ce qui ne restreint 
pas la généralité : OABG est appelé parallélogramme des périodes. Lorsque u décrit le domaine 
limité par ce parallélogramme, /(«) prend toutes les valeurs qu’elle peut acquérir. 

Démontrer : 

1“ que la somme des résidus relatifs aux pôles de/(a) compris dans un parallélogramme 
des périodes est nulle; 

2" que dans tout parallélogramme des périodes le nombre des zéros est égal au nombre 
des pôles, chacun étant compté avec son degré de multiplicité; ce nombre est l’ordre de /(u); 

3" que dans tout parallélogramnie des périodes, la somme des zéros est égale à celle des 
pôles à une période près (pour les 2" et 3®, appliquer la formule de Cauchy, exercice 1); 

4® qu’une fonction elliptique entière se réduit à une constante : en déduire qu’une fonc- 
tion elliptique est déterminée, à un facteur constant près, par ses périodes, ses pôles et ses 
zéros (donnés avec leur degré de multiplicité), ou encore, à une constante additive près, 
par ses périodes et scs pôles donnés avec leur partie principale. 

10. On pose 

[(u — lofi itâ^J 

(exercice 7), où la sommation est étendue aux valeurs de w telles que 

lü = 2mitù^ -t- 2m2w.2, 

0)1 et 0)2 désignant deux constantes dont le rapport n’est pas un nombre réel. Démontrer ; 

1® que j)u est une fonction elliptique d’ordre 2, admettant les périodes 2wi et 2 o) 2 » et 
ayant comme pôles doubles tous les points w; 
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2" que l’on a, au voisinage de l’origine, un développement de la forme 

j7u = ~-f-Ciu2H-C2U^-4- 

où Cl = 32'^, Co = 5S'Jÿ, le développement ne contenant que des puissances paires de u; 
3" que si l’on pose 

g.^ = 20ci, g-i = 28co, 

on a identiquement 

y^ü=z ij)^u — g.2j)ü — î 73, 

et que tous les coefficients du développement de j)a sont des polynômes en g.y et g^; 

4" que si l’on pose 

CO J -f- ü>2 "+* t»>3 = 0, 

les nombres Ci, e.,, sont les racines de l’équation 

4.-3 — g.^z — (/3 ^ 0. 


11. Conservant les mômes notations, on pose 




d’où a Z 




Démontrer : 

1® que les différences 

j; (u H- 2o>i) — Ç U, 1; (u 4- 2(1)2) 


sont constantes; 

2" que si l’on pose 

^^*>1 = “ni» ?<*>2 = ^2’ = ^3’ 

on a les relations 


— ‘*>1^.2 = V » ^i 2 4 - r,3 =: 0 . 


12. Ou pose 

cru = U 11'^ 1 — “ 2mi(i)i 4- 2m.)(ù.>). 

Démontrer que le produit infini est uniformément convergent dans tout le plan : au est 
donc une fonction entière. Vérifier les relations 

^log(TU = Çu, (3{u -j- 2 mi) — <xu, (t(u - t- 2(*)2) = c- au, 

où 7)1 et 7)2 sont les constantes précédemment définies. 


13. On considère l’équation différentielle 

(E) = 

Soient Ci, «2, C3 les racines, supposées distinctes, de l’équation 

4z3 ^ g.^z -.g^zzzO, 

les points ci, ^2» ^3 étant numérotés dans l’ordre des arguments croissants (compris 
entre 0 et 27 c). 

Démontrer que l’équation (E) admet comme intégrale particulière une fonction ellip- 
tique jfu ayant pour périodes 
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14. On considère une fonction elliptique /(u), de périodes 2iù^ et 2 ü) 2. Soient a, 6, f 
les pôles, Oj, 6i, ...» les zéros situés dans un parallélogramme des périodes : on a 
(exercice 9, 3®) 

a b -+• ... = ... 

où w est une période. Démontrer la formule de Jacobi 

f(,,\ __ n — bj) • • • — w) 

<t(u — a}...fi(u — l) 

où C est une constante convenablement choisie. 

Soient d’auire port 

.H , 

U — a ^ (u — a)* 

_Bi_ , , B; ^ 

U — 6 * “ (u — bp 


les parties principales de /(u) au voisinage des pôles a, b, ... L Démontrer la formule 
cI'Hermite 


/(u) — G + Aj Ç{u — a) — {u — a) -t- ... -h r| - (u ~ a) 

4.B,î;(u-b)- ... 


Celte formule, analogue à celle qui donne la décomposition d’une fraction rationnelle 
en éléments simples, permet de calculer Tintégrale j*f{ü)du. 

Soit oufln, toujours avec les mômes notations, 0 une constante telle que 
0-haH-6-+-... -1-1 = 0. 

On tire de la formule do Jacobi 

— «i) ... (T(a — It — u))o-(u — 0) _ o-(u — fi) ... (j(u — l)a(tt — 0) 

" <y(/(+iTu î 

CD appliquant à chacune des deux fractions ci-dessus la formule d’flERMiTK, montrer qu’on 
peut écrire 

/(u) = G -i- -4- . . . {in ^ 

a ixijfu 4- (x>j/a -h . 4- aH.y7(«-»)u 

En déduire que toute fonction elliptique peut se mettre sous la forme 
/(u) = R(.y/u) 4-y üRi(^y7u), 

R et R^ étant des fractions ralionnelles. 


15. Formules d'addition. — Établir successivement les formules 

rriu 4- »)»t(u — u) 


j?u — ^pv = 
2;(U4-B) = i;u- 
,y?(u-+-ü) 


-j;ü- 


A » —• y y 
jlA\ 


» \ ,pa— jfü } 


16. Considérons une cubique plane sans point double, admettant l’origine pour point 
d’inflexion et tangente en ce point à l’axe des x. Montrer qu’on peut déterminer quatre 
constantes >, p, m et n et une fonction elliptique ^pu telles que les coordonnées ce et y 
d’un point de la cubique s’expriment au moyen du paramètre u par les formules 

1 

j/u -H X y;U ■+■ p’ 


m p u 4- n 

X = —7 — , 

JJ u -k- \j}U 4-p 
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Plus généralement, les équations 

^ ~i~ ^1 /? U •+• Cl ^ 

a jjvi ->t- b J)' a c ^ a jyu -h 6 j/vl + c ’ 

où pu est une fonction elliptique aux périodes 2»^ et 2 ù> 2, définissent une cubique plane, 
r Pour que trois points Uj, Uo et «3 de celte cubique soient alignés, il faut et il suffit que 

Uj -f- U2 -f- «3 = lü, 

w désignant une période. 

2" Pour que six points u^» ••• u,-, de la cubique appartiennent à une conique, il faut 
et il suffit que l’on ait 

Ul -h U., + U,; = W. 

3® Trois tangentes à la cubique dont les points de contact sont alignés coupent la cubique 
en trois autres points alignés. 

4® La cubique à neuf points d’inflexion déterminés par l’équation 

y _ 2miwi 2/71-2W2 . 

ces points sont alignés trois à trois. 

5“ D’un point pris sur la cubique on peut lui mener quatre tangentes (autres que la tan- 
gente au point considéré). La droite qui passe par deux des points de contact et celle qui 
passe par les deux autres se coupent sur la cubique. 


17. On désigne par sn « l’intégrale de l’équation différentielle 


qui prend la valeur zéro pour u = 0. 

1® Démontrer que si pa est la fonction elliptique pour laquelle les constantes q, e.y, «3 
précédemment définies ont les valeurs 




1 — 2 /c 2 k^ — 2 

3-, ^3 = g- 


on a 

sn U = - - ■ ■ — . 

2® Exprimer sn u au moyen des fonctions o-, et vérifier que c’est une fonction uniforme. 
3® bormer l’expression des périodes de sn u en fonction du module k. Vérifier que si le 
module est réel, l’une des périodes est réelle et l’autre purement imaginaire. 

4® Déterminer les zéros et les pôles de sn u situés dans un parallélogramme des périodes. 
5® Etudier de môme les fonctions elliptiques en «et dn u définies par les relations 


en u ~ y ï — sn2(/, (cn0 = -|-l), 

dn u = v^l — k- sn2 u, (dn0 = -+-l). 

60 Établir les formules 


du 


(snu) = en iz dnii. 


du 


(cnu) = ^ snu dnu. 


du 


(dn u) = — k- sn u en u. 


18. On considère (0 les intégrales 


2 r* ndx 



ne-nxdx 


qui ont une valeur indépendante de l’entier positif n. Faire un graphique montrant pour 
chacune de ces intégrales la disposition des aires (égales) qu’elles mesurent. Lorsque n croit 


(^) Les exercices 18 à 32 ont été rédigés parM. Boulioand. 
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indéfiniment, on peut dire schématiquement qu’un élément de ces intégrales (celui qui 
correspond à aî = 0) devient infini, tous les autres s’annulant. 

Cela posé, soit f{x) une fonction quelconque continue pour a; = 0. Déduire du théorème 
de la moyenne, les formules 

n'ïï. 


f{x)e-njrdx=f{0). 


Plus généralement, soit k{x, n) une fonction positive telle que l’intégrale 


f\(., . 


tende vers 1 quand n croît indéfiniment, dans les mêmes conditions [c’est-é-dire k{x, n) tend 
vers 0 pour a; non nul, k (0, n) croît indéfiniment]. Prouver que si f{x) est continue pour 
a? = 0, on a 


n)dx = f{0). 


19. On considère une fonction f{x) bornée dans l’intervalle (0, 27 t) et no présenlant dans 
cet intervalle qu’un nombre fini de points de discontinuité de première espèce. On déter- 
mine les coefficients de la série de Fourier attachés à cette fonction, soient 


< /»2ît i pir. . 1 f*2-r: 

ao=' / an — - I f(t) cos ntdt, bn — - t f{t)i 

c/ 0 ^ fc/Ü */ü 


et on pose 


Sn(a7o) = sUo cosæo sinxo - 


■ On cosn^o + bu sinnaîQ 


Transformer Su en remplaçant «n ••• par leurs valeurs. Établir les formules 


.sin f -H sin3f •+• ... -4- sia(2n — \)tz 


S() - 4 - S. - 4 - . . . 


4î=i_4. /’V(x« + 2t) -i -/(»i,- 

"’t Jo 2 


20 sin^ rif. 


Montrer que, si n croit indéfiniment, le second membre tend vers 

/(a;o-+-0)-4-/(a;o-0) 

2 

(cf. exercice n" 18). Notamment, si f{x) est continue et telle que /(0)=/(27r), on a, pour 
0 ^ œ ^ 27r, 

f(x) = lim 


Dès lors, si la série de Fourier converge, sa somme (qui coïncide nécessairement avec 
la limite ci-dessus) est égale à la fonction /(x). Sinon, il existe un procédé permanent de 
sommation consistant à former la moyenne précédente, laquelle tend bien vers /’(x). 

(Féjer.) 

20. Soit la fonction /(6) continue et uniforme sur le cercle trigonométrique, 0 servant è 
désigner l’abscisse angulaire d’un point de ce cercle. Montrer que la fonction 

1 l-r2 


1 Z’®” 

/(r, e) = 2 ^J^ /('P)j _ 2 ;. cos(9 — <p) -h 
est développable suivant les puissances croissantes de r pour r < i, et que l’on a 
V(r, 6) = ^4- r(ai cos 8 -4- sinô) 4-r«(an cosaô 4- bn sinnô) 
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où les an, bn sont les coefficients de Fourier attachés (comme précédemment) à /(O). En 
déduire la relation 

(i ) i [V (r, e)]2 d 0 = I rî (a? + ) -H . . . + r*- (a?. + 5f,) + . . . 

On suppose qu’on fasse tendre r vers 1 (par valeurs inférieures). En remarquant que 
pour/: : 1, on a aussi 1, et notant qu’on peut appliquer les résultats acquis relative- 
ment aux intégrales singulières (exercice n® 19), prouver que l’on a 

lim V(r, ô)=/(6), 


la limite étant atteinte uniformément dans l’ensemble de toutes les valeurs de 6 
< 0 < 0 < 27 r)(i). 

En formant d’autre part 


— — • * • — Un Cüsnô — bn sinnoj dO, 

prouver que la série entière en r au second membre de (1) convergo encore pour r—i. En 
remarquant que les deux membres de (1) sont des fonctions croissantes de r, reconnaître la 
convergence uniforme pour 0^r:^l et justifier par elle l’égalité limite résultant de (1). 



N. B. — L’élève ayant fait les problèmes 19 et 20 sera en possession d’une véritable 
théorie du développement des fonctions continues en série trigonométriquc. 11 sait (d’après 
19) que la série attachée à une fonction continue /(9) est toujours, sinon convergente, du moins 
sommable par un processus de moyenne. D’autre part, il sait, d’après 20, que l’intégrale 


J* 1^/(0) — J — cos6 — 6^ sinO — - . 


. . — an cos n 9 


bn sinMoj" 


dO 


tend vers zéro. De ce fait, on ne pourrait conclure que la quantité sous le signe somme 
tend vers zéro (car sa limite n’est pas en général une fonction continue do 6) : ce qu’on 
peut dire, c’est qu’elle tend vers zéro presque partout, c’est-à-dire exception faite d’un 
ensemble de points, cnfermable dans un système de segments de longueur totale arbitrai- 
rement petite. Doue, la série de Fourier converge presque partout; là où elle converge elle 
représente /(ô), là où elle no converge pas, rien n’est perdu, car elle est encore sommable. 


21. Soient Xp X^, ... Xn des fonctions, linéairement indépendantes, de x seul, 
Yi, Yo, ... Yn des fonctions, linéairement indépendantes, de y seul, et continues (ou nu 
moins intégrables) dans l’intervalle (a, b). On pose K(x, y) = XiYi -i-X.2Y2-t- ... -f-X/iY,?. 
1® Démontrer que Véquation intégrale de première espèce 


r. 


9 (y)K(a;, y)dy—f{x), 


où f{x) est une fonction donnée, continue entre a et b, n’a pas en général de solution [;p(y) 
est la fonction inconnue]. Pour que la solution existe, il faut et il suffit que /(x) soit une 
combinaison linéaire de X^, . . . Xn- 
2® Montrer par contre que Véquation intégrale de seconde espèce 

ç{x) — X y' ?(y)K(x, y)dy=/(x) 


admet on général une solution et une seule, rationnelle en >. Les valeurs exceptionnelles 
de X sont les zéros du dénominateur. Faire la discussion dans le cas suivant (-) : 

a = 0, 6 = 27ç, K(x, y) == cos(x y). 


(*) On pourra admettre ce point. 

(“) Cf. le tome III du Cours d*analyse de M. Goursvt, chapitre xxxi. 
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22. 1° On considère la série entière 

V 1) „ 

Démontrer que pour t réel, positif et < 1, sa somme est une fonction entière de qui, en 
vertu de la définition de la fonction V, peut aussi s’écrire sous la forme 

(le chemin d’intégration étant constitué par la partie positive de l’axe réel). Démontrer que, 
lorsque i tend vers 1 (valeurs approchées par défaut), //(r) tend vers - en tout point du 

plan de la variable r n’appartenant pas à la portion 
de l’axe réel allant du point d’affixe, -+- i jusqu’à 
l’infini. 

On prouvera que la convergence est uniforme 
dans tout domaine D dont les points sont à une 
distance dt^ l’origine au plus égale à une longueur 
R et sont à une distance de la demi-droite (1, oo) 
au moins égale à une longueur c, c’est-à-dire qu’à 
tout nombre positif e, on peut faire correspondre un 
nombre positif a tel que l’inégalité 
1 — t < a 

entraîne dans toute l’étendue de D 

!/<(-) -ïlï|<'- 

2" On considère la fonction 9(;), holomorphe pour .: = 0, et définie par le développement 

nr-o 



Sup])osant pour, simplifier (jue celte fonction n’a qu’un nombre fini de points singuliers 
à une distance finie, on mène les demi-droites issues des points singuliers et contenant 
l’origine sik leurs prolongements. Soit C un contour fermé sans point double, tout entier à 
distance finie et qui reste à une distance de l’une des précédentes demi-droites. En 
utilisant la formule 






du. 


prouver 
l’on a 


(1) qu’en tout point du plan (z) non situé sur une des demi-droites précédentes, 


lim 21 


r(nt-+- 1) 
r(n-+-i) 


anr” =ç{z). 


23. 1“ Démontrer la formule 


r du cercle unité décrit de l’c 

J,^ = r(p)X 


/d' 

En déduire qu’à l’intérieur du cercle unité décrit de l’origine comme centre, on a 

dx 


(D Ce résultat constitue une des méthodes de prolongement analytique données par 
M. Édouard Le Roy dans son mémoire des Annales de Toulouse (1900). 


La I NIC, Anal., II. 


20 
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Ce second membre représente une fonction analytique non uniforme de c n’ayant que les 
points singuliers z = 1 et r=oo, et fournit le prolongement analytique de la série entière 
figurant au premier membre. 

2® On désigne par a (a) une fonction analytique de », développable en une série de la 
forme 


^ ___ y ^1 ^'3 j 


convergente pour n suffisamment grand : on peut donc trouver un nombre X tel que 
i Xp I < V, quel que soit p. 

Démontrer que 




■r(2,^(®) + r(3) 




est une fonction entière de a = L - , et que pour 0 < x < 1 , on a 


En déduire qu’on a, à partir d’une certaine valeur tiq de », 
a(») = XoH- J* ?(x)x«-’dx. 

D’après cela, effectuer le prolongement analytique de la série entière 

-4-« 

2a(n)2« 

n=no 

et montrer que les seuls points singuliers sont 1 et oo. Prouver que ce résultat subsiste si on 
change a(n) en a(») -i- P(»), en désignant par P(n) un polynôme en ». 

(B. Le Roy, ibid.) 


24. Soit V(l) une fonction de la variable réelle t telle que l’intégrale 4V(0|dt ait 
un sens. 

On pose, avec M. Hadamard (^), 

^(z) = J\(l)f{lz)dU 


en appelant f{z) une fonction analytique, holomorphe autour de l’origine et n’ayant (pour 
simplifier) qu’un nombre fini de points singuliers. Montrer que la fonction /(tx), pour 
chaque valeur réelle de t de l’intervalle (0,1), est holomorphe dans la région obtenue en 
excluant seulement du plan z les points des demi-droites issues des points singuliers de/(r) 
et dont les prolongements passent par l’origine. En déduire que !p(c) est holomorphe dans 
la même région. S’appuyant sur la possibilité de substituer à l’origine un point voisin, 
montrer que les seuls points singuliers possibles de cp(c) sont ceux de f{z). 

Si donc le développement de f {z) est 


la série de Taylor 
obtenue en posant 


f(:) = ÜQ a^z -h . . . -t- -h . . . , 

«0^0 -+■ «1^1^ -H . . . -h . . ., 

b„ = £'y(i)i«dt. 


définit une fonction ayant les mêmes points singuliers que/(r). 
On pose 

V(0 = t?-‘(l — 


(1) La série de Taylor et son prolongement analytique (Collect. Scientia). Voir aussi Coursât, 
Cours d'analyse^ nouvelle édition du tome II, chapitre XVI. 
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P et Y — P étant > 0 et 

Montrer que, dans ce cas, l’intégrale f(z) est égale à la somme de la série hypergéomé- 
trique 

F(«, P, Y, = 1 + -Y- . ■ ■ + I) P(p + O . ■ ■ (3 1 - n - 1) ■„ ^ _ 

dont le prolongement analytique se trouve alors effectué. 

25. a) Une courbe plane C est donnée par son équation intrinsèque 

(!) .H = p(s), 

OÙ P (s) désigne une fonction continue, positive et périodique de période L. On considère 
les arcs (0, L), (L, 2L), (2L, 3L), ... de cette courbe. Prouver que différentes circonstances 
sont possibles. 

1® Ils coïncident et G sera appelée un ovale. 

2° Ils se déduisent du premier d’enire eux par les multiples d’une certaine translation. 
3® Ils se déduisent du premier d’entre eux par les multiples d’une rotation. Quelle est 
alors la condition pour que la courbe se ferme? 

6) On suppose réalisées les trois conditions pour que G soit un ovale et on désigne par 
Ô(s) la distance algébrique du point d’abscisse curviligne s de G à une droite A de son plan. 
Prouver que l’on a 

(2) A(s)p'(s)rfs = 0. 

Soient A et B les points de G où le rayon de courbure atteint sa valeur la plus grande 
et sa valeur la plus petite. La dérivée de la courbure s’annule en ces points. Montrer 
qu’elle ne peut garder un signe constant sur chacun des deux arcs AMB et BNA qui com- 
posent G [on utilisera la relation (2)]. De la parité du nombre (supposé Uni) des points où 
une fonction continue change de signe sur une courbe fermée, conclure à l’existence sur C 
de quatre zéros au moins de p'(s}. 

26. 1® Soit l’équation différentielle 

/ = Yq?o(^) -h .. . -1- y-«+^vp7i{x), 

où çi, ... qpn sont des fonctions croissantes de x, s’annulant simultanément pour x — 0. 
Disposition des courbes intégrales, concavité. En supposant qu’une au moins des n dernières 
fonctions ... cpn ne soit pas 0, montrer que l’expression 

dy 

Jyo y ‘Po(^) -+- <Pi (a?) . H- 9» (^) 

prise le long d’une courbe intégrale rencontrant Oy au point (0, jo) tend vers une limite 
Unie quand m tend vers -t-oo. En déduire que chaque courbe intégrale possède deux asymp- 
totes parallèles à Oy. Garactères généraux de la loi de variation de leurs abscisses en fonction 
de yo. 

2® Soit l’équation différentielle 

y" = y<Po (^) -hy^9i(x)-h y2«-f (x), 

où qpo» •• • sont positivcs quel que soit x. Indiquer les aspects d’une courbe intégrale 
suivant qu’elle coupe ou non l’axe Oa;. Prouver encore que chaque courbe intégrale présente 
deux asymptotes parallèles à Oy. 

27. 1® Soit l’équation linéaire 

y' Py = Q, 

où P et Q sont deux fonctions continues quel que soit x. Lorsque x tend vers -t- oo , on sup- 
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peso que P tend vers une limite a et Q vers une limite 6. Montrer que si a est <0, il y n 
une inlé^çrale et une seule qui tend vers laquelle peut s’écrire 




s: 


Q{x)üj{x)dx 


s: 


P {x)T:^{x)dx 


en désignant par cT(ÿ*) un(3 solution de l’équation m' — Pct = 0. Lorsque a est >0, montrer 
de môme que toutes les intégrales tendent vers zéro. 

2° Déduire d(‘ ce qui précède le résultat suivant. Soi! J(x) une fonction continue, ainsi 
que sa dérivée, pour x>0. Si l’intégrale 


/ e~^f'(x)dx 

a un sous, il en est do même de l’intégrale 

^ e~^f{x) dx. 

( On montrera que la fonction y—f e~‘f'{t)dt satisfait à l’équation 

* 'o 

.v(x) /(X) =/(()) + 


28. Soit l’équation dilTérentielle 

(1) /'-/(a3)r, 

f{x) étant une fonction continue, constamment positive, et (lui tend vers une limite non 
nulle lors(iue x tend vers + oc . 

On considère le faisceau des courbes intégrales de (1) qui passent par un point A donné. 
Montrer qu’il se compos<3 à la lois : 

1° de courbes rencontrant Ox en un point et un seul; 

2® de courbes non sécantes à Ox. 

En déduire qu’il e.xiste une courbe intégrale et une seule de (1) séparatrice des deux 
systèmes précédents, passant par le point At et asymptote à la demi-droite 0;r. Soit 
y^ r^{x) l’équation de cette courbe intégrale. Établir la relation 

r/2(a;-t-/i) — y.'M-ï') —2 / f{T)r^{x)r{{x)dx. 

J X 


A l’aide du théorème de la moyenne, montrer que, si x qX x ■+■ h croissent indéllniment, 
d’une manière indépendante, on a 


lim 


r/i(x-\-h) — n'-Hx) 
r,-{X II) — r^^{x) 


Notant qu’on peut prendre h assez grand vis-à-vis de a; pour rendre r/- (x -h /i) négli- 
geable par rapport a r/-(.r), en môme temps que r^'^{x~\~h) négligeable par rapport a r^^{x), 
conclure finalement 


lim 


r' jx) 

Yi{x) 


— tù. 


Montrer d’après cela qu’en appelant e un nombre positif arbitraire, on a 

lim Yj (x) r= 0, 

lim Y, (x) == -h «» . 
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29. 1“ Montrer que l'intégration de i’équation 

+/(*)="• 

où h est constant, équivaut à celle du système 

( 2 ) ^ = + = 

2° On suppose A: > 0 et /(r) > 0. On fait désigner à a; l’abscisse d’un mobile sur une 
droite x*x, son mouvement étant régi par l’équation (l). On donne l’abscisse a;,, au temps 
f = 0, supposée positive, et la vitesse initiale v^^. 

Prouver que, si üq ^st >0, le mobile après avoir progressé vers les x positifs d’un 
fiiouvement ralenti, rebrousse chemin et atteint l’origine au bout d’un temps fini T, si l’on 
^ /(^) > en appelant m un nombre positif fixe. Qu’y a-t-il do inodilîé si est <0?(') 

30 . 1“ Soit l’équation y"-+- Py' Qy — 0, où P et Q désignent des fonctions continues quel 
(juc soit X. Soit U une solution s’annulant aux extrémités de riiilervalle x^x.) à l’exclusion 
de toute valeur comprise dans cet intervalle. Soit a une autre solution non proportionnelle 

a U. Ayant calculé la dérivée de prouver que, dans cha(|ue intervalle partiel de x.y où 

il reste continu, ce rapport varie toujours dans le même sens. En déduinî (à l’aide d’un 
graphique) que ce rapport s’annule une fois et une seule entre a^i et conclure avec 
Stürm que les zéros des solutious indépendantes de (I) se séparent mutuellement. 

2° Soient les deux équations 

y" -+- yA I (x-) == 0, y" -f- yA ^ (x) 0, 

une solution de la première, u., une solution de la seconde. Etablir l’identité 

- «i«2) + (Al - A.)aia. --r ü. 

Prouver, d’après cela, que si l’on a constamment A, — A) < 0, deux zéros consécutifs x, 
et x^ de onserient au moins un zéro de on montrera que, si Uj, conservait un signe 
constant entre x^^ et Xo, les deux tenne.s du premier membre de l’identité 

f (Al — A^) up/.j dx rr- () 

seraient de même signe. 

3*’ Soit l’équation 

y"-hyA(x)==0, 

où A (x) reste comprise entre deux constantes positives m et M. Démontrer que les inté- 
grales de cette équation sont oscillantes, les zéros et les points stationnaires se succédant 

alternativement à di‘s intervalles moindres que — — ^ et supérieurs à — - (-). On construira 

2 v///t 2 V M 

à cette occasion les courbes intégrales des trois équations 

y" -h my = 0, y" -+■ yA (x) — 0, y" h- My = 0, 

qui sont tangentes en un même point à une parallèle à l’axe Ox et on étudiera leur 
disposition relative. Interpréter au point de vue dynamique les résultats obtenus, en 
convenant que x représente le temps, et y l’élongation d’un mobile parcourant l’axe y'y, 
et soumis à une attraction, émanant du point O, et régie successivement par des lois 


(1) Oes questions constituent la première partie du jinddème d’Analysc proposé à l’agré- 
gation des sciences mathématiques en 1925. Ce problème a été élégamment résolu par 
M. G.wiuier, dans les numéros d’avnl et juin 1920 des lyouvelles Annales de Malkématiqius. 
Nous renverrons le lecteur à ce recueil. 

(2) La question 3" est extraite du problème d’analyse proposé à l’agrégation des sciences 
mathématiciues en 1920. Voir au a® 32 l'énoncé complet de ce problème, dimt la solufion a 
été également développée par M. Gvmbieh dans le môme recueil (1927). 
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(susceptibles de varier avec le temps) coaduUaat à l’une des trois équations préçédentes : 
on sera ramené à comparer dans chaque cas ce qui se passe lorsqu’on abandonne le 
mobile sans vitesse initiale, dans la même position de départ. 

(On pourra approfondir ces questions dans le chapitre vi du tome III du Traité d' Analyse 
de M. Émile Picard. Voir également dans la collection Borel l’ouvrage de M. Bôcher : 
Leçons sur les méthodes de Sturm, chap. III, n® 13). 

31. 1® Soit l’équation 

(1) y"-hyA(aî) = 0 

dans laquelle A est périodique en rc, de période n. Montrer que si y^^ix) et y^i^) sont deux 
solutions indépendantes, il en est de même de yiix-hi:) et y^i^-h «) et l’on a des formules 
du type suivant : 

yi (x-hn) — y^ {x) -h a^^yi (x), 
ya (a; 4- Tl) = 021 /i (a?) -h a 22 y 2 (®)- 

Chercher la condition pour qu’une intégrale Xiyj -4- se reproduise après changement 
de a? en X 4- TC, multipliée par un facteur s. Montrer que s devra satisfaire à l’équation (^) 

( 2 ) 1 “““’ 1 = 0 . 

1 ^21 ®22 ^ I 

Montrer d’autre part que Ton a simultanément 

ryi(x4-Tc) y2(aJ4-Tc) I I Ou «12 I I yi(®) 

I y;(x4-Tc) y2(«^-+“^) I ” 1 «21 «22] |yi(®) 

et 

— yMy[ (^) — c. 

En déduire que l’équation (2) est de la forme «* ■— /es -H 1 = 0. 

2® Lorsque les racines sont réelles et distinctes, prouver que (1) possède deux solutions 
de la forme c««* 9 (x) et e->«-*^<|/(x), en appelant ç et deux fonctions admettant la 
période tc. 

Lorsque /c = 2, l’intégrale générale de (1) est de la forme Ciçfx) -h C 2 [xcp(x) 4- '|^(x)], 
ç et ']/ admettant la période tc. Lorsque /c = — 2, l’intégrale générale de (1) est de la 
nième^rme, qp et tj; admettant la période 2tc C-^). 

Pou^/c| <2 (soit /c = 2cosa), l’équation (1) admet les deux solutions bornées (particula- 
rité réservée à ce cas) 

ax / , . ax , . 

C0S-;-q?l(x) — Sin--qp2(«?), 

TC TC 

sia^9i(x) 4- cos~qp 2 (x), (a non multiple de tc), 

9i et qp .2 étant périodiques de période tc. Comment faut-il prendre a pour que ces fonctions 
soient périodiques? 

3® Soit l’équation particulière 

y" 4- (12 4- X cos2x)y = 0 

dont la solution est connue pour la valeur X = 0. Montrer que, pour cette valeur particu- 
lière, on a |/c| <2. On suppose que X varie d’une manière continue à partir de zéro, entre 
quelles limites peut-on faire varier X pour être assuré que k restera compris entre — 2 et 
•4-2? MonPrer, d’après les résultats du 2®, qu’il en est bien ainsi tant qu’on ne rencontre 


y-A^) 

y-A^) 


(0 C’est là un cas particulier d’une théorie générale, développée dans le Cours d" Analyse 
de M. Goursat (t. II, n® 416). 

(-) On montrera d’abord que si l’équation (2) a une racine double s, la substitution 
linéaire de deux intégrales indépendantes provoquée par un changement de x en x4-tc 
peut, par un choix convenable de celles-ci, être écrite 

yAx 4 - Tc) = syi(x), yAx tc) == s [yjx) y 2 (a;)]. 
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pas de solution périodique y^ix) dont les zéros sont en progression arithmétique de 
raison Sachant d’ailleurs (d’après l’exercice 30) que la distance ô de deux zéros consé- 
cutifs satisfait aux inégalités 

^«^ 5 . 

V'12 + X v/îï^ 

en déduire qu’une condition suffisante est X <C 3. 


32. On considère l’équation diiïérentielle linéaire du second ordre 
(i) x"-hxA(t) = 0, 

où A(t) désigne une fonction analytique de la variable indépendante t, réelle et régulière 
pour toutes les valeurs réelles et finies de t. v 

1° Démontrer que toute solution de cette équation peut se mettre sous la forme 


X == P cosç, 


P satisfaisant à l’équation différentielle 

(2) p" — ^ P A (0 = 0, 

où c désigne une constante à laquelle on peut donner une valeur arbitraire, autre que 
zéro (1 par exemple), tandis que 9 a pour valeur 



Réciproquement, si p est une intégrale quelconque de (2) et 9 
de l’intégrale générale de (1) est de la forme 

C P cos (9 4- A), 


une fonction primitive 


C et h étant les constantes d’intégration. Toute solution p(t) de l’équation (2) est régulière 
et de signe constant quand t varie de — 00 à 4-<». 

2° Il résulte de ce qui précède que l’équation (2) s’intégre par une quadrature dès que 
l’on en connaît une .solution particulière. Sous quelle forme les constantes d’intégration 
po Po figurent-elles dans l’expression do l’intégrale? Interpréter le résultat en considérant 
les trajectoires du point analytique 


z — peit, 

(d le lien qui existe entre les trajectoires correspondant aux diverses solutions de l’équa- 
tion (2). Examiner le cas où A est une constante positive. 

3° On suppose, dans cette troisième partie du problème, que A{i) reste comprise entre 
deux constantes positives M et m. Démontrer que les intégrales réelles x{t) de l’équation (1) 
sont oscillantes, les zéros et les points stationnaires se succédant alternativement ù des 

intervalles moindres que — ^ et plus grands que Établir, dans les mômes conditions, 

2 y/m 2vM 

quelques propriétés des intégrales réelles p{t) de l’équation (2). Montrer notamment que, 
si Pi et p 2 sont deux valeurs stationnaires consécutives, on a 


et que, dans le cas où les amplitudes d’oscillation | p.» — Pi | deviennent infiniment grandes, 
les intervalles 1^2 — <jl correspondants ne deviennent ni infiniment grands ni infiniment 
petits. 

4“ Examiner ensuite le cas où A(0 est une fonction périodique, de période égale a tz. 
Montrer que, parmi les intégrales de (1), il en existe alors en général deux, linéairement 
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(listincles, qui sont rnullipliées par les facteurs X et -quand on change « en X étant 

racine de l’équation du second degré à coefficients réels 

X^ — /cX -H 1 = 0. 

Quelles sont les propriétés des intégrales réelles de (l) et (2) qui correspondent aux diverses 
hypothèses 

A: >2 ou /c< — 2, ou /c2<4, ou le — ±2'? 

Montrer que la condition k- <C. i est suffisante, et la condition /c- i nécessaire pour 
que (2) admette une solution périodique. 

(On dit alors que les solutions de (1) sont stables.) 

0 ° Démontrer que, A(f) étant toujours supposée périodique, le nombre N des zéros d’une 
intégrale réelle de(l), contenus dans l’intervalle (0, T), est donné par la formule 

Nz=aT-f.r, 

a étant fixe et r restant borné, 

0“ On pose en particulier 

A — q- cos2f, 

q et étant des constantes réelles, qui vérifient l’inégalité 

l7i! <9'- 

Démontrer que si rinlervallc (q- — q^-hqi) no renferme le carré d’aucun nombre 
entier, ré(iualion (I) n’admet que dos solutions stables. 


(Agrégation.) 
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LEÇONS ÉLÉMENTAIRES DE PHYSIQUE, à l’usage des candidats au certificat 
d’études physiques, chimiques et naturelles, par A. Turpain, professeur à la Faculté des 
sciences de' Poitiers, avec une préface de M. P. Garbe, doyen de la Faculté des sciences 
de Poitiers. — 2 vol. 22/14"“ : 

Tome 1 : l'es^nilnn'. Statique des fluides. Chaleur. Travail et Énergie. 7" édition. Vol. 

de iv-51() pages, avec 35o figures. 22 fr. » 

Tome 11 : Opt ique géométrique. Élude des vibrations : Acoustique ; Optique physique. 
Électricité, Météorologie. — 1® édition. Vol. de 042 pages, avec 7 43 figures cl G planches 
iiors texte 38 fr. >• 

COMMENT RECEVOIR LA TÉLÉPHONIE SANS FIL, par J. Roussel, secrétaire 
de la Société framjaise ^tude de Télég-raphie et de Téléphonie sans fil. — 3" 
edit. Vol. ià2/l4"J‘ 2 olanche^ Hors texte 10 fr. », 

Revue de Mathématiques spéciales 

Journal 28 /22"“, paraissant le 1"" <le chaque mois, rédigé par G. PAPELIFB, ancien 
élève de l’École Normale supérieure, agrégé de mathématiques, professeur honoraire 
de mathématiques spéciales au lycée d’Orléans, et A. HENNEQUIN, ancien élève de 
l’École Normale supérieure, agrégé de mathématiques, professeur de malhémati(]ues 
sp ‘ciales au lycée Lakanal, avec la collaboration de MM. P. Lamairk, J. Lebel, 
Ch. Rivière et 11. Vuibert. — Les abonnements sont annuels. A quelque époque de l’année 
(jue l’on s’abonne, on reçoit tous les numéros parus depuis le 1"" octobre. Prix : France 
et Colonies, 40 fr. ; Etranger 48 fr. » 

I.a /leinii- ost un préficnix r()inj)agnon d’études pour les élèves <les diverses classes où l'on t’ait d(>s 
mathéinati(iU('s si)éciah's. Elle s’adresse à deux catégories !)iou distinctes d’élèves et est divisée en 
deux ])arties uettcnieiit séparées. I>a première est destinée aux eandidats aux Éeoh'S Polytechni(iue, 
INorinale sui)érioure, des Ponts et Chaussées (eours spéciaux), des Mim s de Paris; la seconde s'adresse 
aux élèves de la classe do mathématiques spéciales préparatoires, aux élèves de P® aimée dt' mathé- 
niatiiiues spéciales, aux candidats aux Écoles Centrale, Navale, des Ponts et (.Uiaussées (cours [)répa- 
ratoires) et des Mines do Saint-Etienne, ainsi qu’aux jeunes filles qui visent à l’agrégation. Les énoncés 
des |>rol)lèmos livrés aux recherches do ces deux groupes de lecteurs sont tout à t’ait séparés, de façon 
qu'un débutant ne risque ])as de s’exercer vainement sur des problèmes au-dessus de sa force. 

Mais cctttv puhhealion no so borne jias à proposer des iiroblcmes et à en faire paraître di'S solu- 
tions. Elle donne aussi dos articles variés sc rapportant à renseignement des mathématiques spéciales : 
notc's, leçons, méthodes nouvelles, aperçus nouveaux, en un mot tout ce qui peut améliorer, siinpli 
lier ou préciser cette branche importante de renseignement secondaire. 

8876. — (’oiilommiers. Iiiii). I'ai i, HitODAlU). — 0-27. 






